Solucdo Comentada de Matematica

VTB 2006 - 22 ETAPA

01. Logo apds Joaquim comprar um par de ténis novo por 70 reais, aloja aumentou seus pregos em 30%.
Dois meses depois, como as vendas ndo estavam boas, a loja resolveu fazer uma liquidacdo, aplicando
um desconto de 30% em todos os seus produtos. Pede-se determinar o vaor do par deténis, emreais:

A) apbs o primeiro regjuste e antes da liquidagao.

Assunto: porcentagem
Solucédo

Com o primeiro regjuste, 0 par de ténis passou a custar 70 + %D’O =91 reais.

Até 5 pontos.

B) durante aliquidacao.

Assunto: porcentagem
Solucédo

Na liquidacdo, o novo preco passou a ser 91 — %[91 = 63,7 reais.

Até 5 pontos

02. Encontre as raizes complexas da equacéo polinomia x* — 10X’ + 11¢ — 10x + 1 = 0.

Assunto: equactes polinomiais

Solucédo
Desde que O nd é raiz da equacd dada, podemos dividir ambos os membros da mesma por X,
obtendo, assim, a equacdo x? —10x +11—E +i2 =0, que escreveremas como:

X

x? +i2—10(x+1j+11:0.
X X

?+=+2, de manera que

LI - 1\
Fazendo agora a substituicBo Y =X+—, segue que Y = X+—| =X
X X X

X +% = y®—2. Logo, aequacdo original fica reduzida & equacéo de segundo grau (y* — 2) — 10y + 11

=0, cuasraizessaoy = 1 ouy = 9. Por fim, resolvendo as equacbes de segundo grau X+l =le
X

1 _1+3 9+77
X+—=9, obtemos as raizes > >
X

Até 10 pontos

da equacdo original.
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03. Um octogono regular esta inscrito em uma circunferénciaderaio 1. Os vértices A, D e E do octdégono séo
tais que AE é um didmetro de sua circunferéncia circunscrita e D e E sdo adjacentes. Determine o
comprimento da diagonal AD.

Assunto: geometria plana; trigonometria

Solucéo
Se O é o ponto médio de AE, entéio AO=OE =0D =1. Como 0 ADE A O E
esta inscrito em uma semi-circunferéncia, temos [ ADE = 90°. O arco \/
1
menor DE mede gEISO0 =45°, donde 00 DOE = 45°. Temos, agora,

duas solugbes para o problema
i) Pdale dos cossenos,

DE? OE? + OD? — 20E [DD c0s45°
1+1-2R/2/2

= 2-42,
donde o teorema de Pitagoras nos da AD? = AE? -~ DE? = 4—(2-+/2) =2++/2.
ii) Como [0 DAE = 22°30’, segue da férmula para o arco-metade que

cos030 = |1HC0S45° _ \/2;& _

2
Portanto,

AD = AE [60522°30" = 297“2;& —J2+42.
Até 10 pontos

04. As matrizes A e B sdo quadradas de ordem 4 etaisque AB = . Determine amatriz BA.

O O O ©
o O © O
o © O o
© O O O

Assunto: matrizes e determi nantes
Solucéo

Denotando por | a matriz identidade de ordem 4, temos AB = 9, ou, ainda, %AEB =1|. Assim, B éuma

matriz invertivel, com B™ :%A, esegueque BA= BOB™ =9I , também.

Até 10 pontos
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05. Uma urna contém bolas brancas e pretas. Determine a menor quantidade de bolas na urna, para que a

probabilidade de serem pretas, duas bolas retiradas simultaneamente, sgaigud a % .

Assunto: probabilidade
Solucédo
Denote respectivamente por p et as quanti dades de bolas pretas e o total de bolas na urna.

p

t
Ha (2) modos de retirarmos duas das bolas da urna; desse total, [2) modos correspondem a retirada

de duas bolas pretas. L ogo, a probabilidade pedidaéigud a

>
2)_p(p-1)_3

i pt(tql) B0
2

Como, gpds smplificar a fracéo % obtivemos a fracdo irredutive % devemoster p(p— 1) =3me
t(t— 1) = 10m para algum inteiro positivo m. Ent&o, nosso problema se resume a determinar 0 menor
inteiro positivo m para que 3m e 10m possam ambos ser escritos como um produto de dois inteiros
consecutivos. O menor valor m= 2 jafornece o resultado: 3m=6= 2[3 e10m=20= 4[5.

Logo, t = 5.

Até 10 pontos

06. ABC é o triangulo, no plano cartesiano, com vértices A(0, 0), B(2, 1) e C(1, 5). Determine as coordenadas
do ponto P do plano, tal que a soma dos quadrados das distancias de P aos vértices de ABC sga a menor
possivel, e calcule o valor minimo correspondente da soma.

Assunto: geometria analitica; fungéo do segundo grau

Solucéo

Queremos minimizar a expressdo AP” + BP? + CP%. Se P(x, y), entdo, a férmula para a distancia entre
dois pontos do plano cartesiano nos da

AP? + BP? +CP? =[(x=0)* +(y = 0)*] +[(x=2)* + (y~D°] +[(x=D* +(y - 5)°]
=3x* —6x+3y*—12y +31.

Como x e y variam independentemente um do outro, para minimizarmos a expressdo acima, basta
minimizarmos os trindmios de segundo grau f (X) = 3x° — 6x e g(y) = 3y* — 12y. Ora, os vértices de tais
trindmios tém abscissas respectivamente iguais a 1 e 2, de modo que os valores desgados de x ey G0
x=1ey=2. Parao quefdta seguedef (1) =—3 eg(2) =— 12 queovalor minimo correspondente &
-3-12+31=16.

Até 10 pontos

07. Sgaz# 1 um nimero complexo tal quez’ = 1. Determine o va or numérico da expresszo:

z z z z z z°
+ + + + +

1-22 1-72* 1-72° 1-z 1-7 1-2°
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Assunto: nimeraos complexos
Solucédo
Denote por Sa soma do enunciado. Levando em conta que Z' = 1, obtemos, sucessivamente:

[ z z z z z z
S= + + + + +
1-22 1-7 1-z¢ 1-7 1-2° 1-z

_(z=D)+(2-27) (Z-2)+(2-2) (Z-2)+(z'-2")
1-@a-2°) 1-zHa-2° 1-2%@1-2
_ Z1- Z") N ?(1-2") N 21-2) _
1-2)-2) @-2a-72) @-2)a-20

Até 10 pontos

08. Séo dados no plano dois pontos, A e B, tais que AB = 4cm. Identifique o lugar geométrico dos pontos P

desse plano, tais que AP = 2BP.

Assunto: geometria analitica

Solucédo

Analisemos o problema com os métodos da geometria anditica; escolha para origem O o ponto médio
de AB, para eixo das abscissas a reta suporte de AB, orientada de A para B, e para eixo das ordenadas a
mediatriz do segmento AB, orientada de baixo para cima. Desse modo, temos A(— 2,0), B(2, 0); por
outro lado, se P(x, y), entéo,

AP = 2BP = AP? = 4BP? = (x+2)°+y’ =4[(x-2)* +y?]
o X +AX+4+y® = A(X* —4x+4+Y?)

20 10\? 8)’
=N X2+ 2——X:—4<:> X—— + 2: = .
Y B ( 3) Y @

Logo, o LG procurado é a circunferéncia de raio 8/3, centrada no ponto de coordenadas (10/3,0),
rel ativamente a escolha de el xos feita acima.

Até 10 pontos
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