Matematica

A , n+1 N
01. A seqliénciad,), » 1 tem seus termos dados pela formaya 5 Calcule a soma dos dez primeiros

termos da sequéncib,),s 1, ondeb, = 2* paran= 1.

Comentario da Questao 01

Assunto Seqliéncias e progressoes.
Solucéo A sequéncialg),» 1 € uma PG de termo inicibl = 2* =2 e razéo H2 - \/E Portanto, a soma
de seus dez primeiros termos é

S, = b{ q;O__llJ 2 { \/\/_2_2__‘11J =62(+2 +1).

02. A massa crua com que é fabricado um certo tipo de péo é cantieo40% de agua. Para obtermos um
pao assado de 35 gramas, é necessaria uma massa inicial dnd3. QQual o valor aproximado do
percentual de agua evaporada durante o tempo de preparo desse péEin-salpie a agua € a Unica
substéancia perdida durante esse periodo?

Comentario da Questéo 02
Assunto Porcentagem.
Solucdo A massa evaporada de 12 g corresponde a agua que evaporou. Pladougiamassa inicial de

4 . . .
agua eral—O [47= 18,8 g, de maneira que o percentual de agua evaporada é

11—2 [10%% L1638%.

03. ABCDAB;C;D; é um paralelepipedo reto-retangulo de bas®€D e A;B,;C,D;, com arestas laterais
AA;, BB, CC, e DD;. Calcule a razdo entre os volumes do tetraddBRC,D e do paralelepipedo
ABCDAB,C:D..

Comentario da Questao 03

Assunto:Geometria espacial.

Solucédo A figura abaixo representa a situagdo do problema (@ceérhediatamente abaixo d® € o
vértice D). Denotando pox, y ez as dimensdes do paralelepipedo (também como na figura), ABnos
Ch=AB, =CD;=x, AD=BC =B;C;, = AjD; = Yy eAA = BB =CC,=DD; =z O volume de
ABCDAB;,C;D; é claramente dado pryz Quanto ao volume d&BC,D, temos

"4

V(ABC,D) =V(ABCDAB,C,D;) — V(AABD) — V(B,ABC,) — V(CBCD) — V(D:A,C.D)

xyz—4G1iETK—yQ =X—yz.
3 2 3

Logo,
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04.Encontre as equacdes das retas tangentes a par&bdlgue passam pelo ponto (0, —1).

Comentario da Questéo 04

Assunto Geometria analitica e equacgdes de segundo grau.

Solucdo Sendom o coeficiente angular da reta tangente, temos que sua equagaoé— 1. A fim de
gue tal reta tangencie a parabola, é necessario e suficiente quena siste

y=x
y=mx-1

possua uma unica solugéo; para tanto, a equégémx—l deve ter discriminante igual a 0, ief,— 4 =
0. H4, assim, duas possibilidades:

» m= 2, fornecendo a tangente 2x — 1;
e m= -2, fornecendo a tangemnte — X — 1.

05. Sejal" uma semi-circunferéncia de diamefB e raio 1. Encontre o maior valor possivel para a area de
um retanguldQRSconstruido de tal modo qire S estejam sobr@B e P e Q sobrerl .

Comentario da Questédo 05
Assunto Fung¢fes de segundo grau; geometria plana; trigonometria.

P Q

n
Py

U T

Solucédo 1SejaPQTUo retangulo de ladBQ e inscrito enT”. Como a area d@QRSé metade da area gle
PQTU, que por sua vez é o dobro da areaQdéT, temos quPQRSe QUT tém areas iguais, e basta
maximizar a area d@UT. ComoQU = 2, o maior valor possivel para a aredd£T sera obtido quando|a
altura relativa & for a maior possivel, i.e., quand@® for perpendicular U. Nesse caso, temos

2011
A(PQRS = AQUT) = == =

Solucdo 2SeQOR= 8, entdo as relacdes trigonométricas no trian@M@R nos dadQR = send e OR =
cosB, de modo que a area BQRSE igual a (sel)(2cosB) = sen(B). Portanto, o valor maximo de tal
area é 1, ocorrendo quanée 174.

Solugcédo 3SeOR=x e QR =y, entdo a area d@QRSé igual a2xy. Por outro ladosegue do teorema de
Pitagoras aplicado ao triangulQRquex’ + y* = 1, e dai

oxy = 2xW1- X2 = 24x% - x* .

Sez=x segue da expresséo acima para a area que basta maximizar a funcéo de sedui@le grae’
para 0 <z < 1. E bem sabido que tal funcédo admaite 1/2 como seu Unico ponto de maximo; ademais,
observemos que tal ponto pertence ao intervalo (0, 1), de maneiragloe maximo desejadofg1/2) =

1/4. Portanto, a area maxim®2¢1/4 =1.




06.Sejaf : R -~ R afuncao dada pof (X) = 2senx + cos@x) . Calcule os valores maximo e minimo de

f, bem como 0s ndmeros redipara 0s quaikassume tais valores.

Comentario da Questao 06
Assunto Composicao de fungdes; fungbes de segundo grau; trigonometria.

Solucdo De  cos@x)=1-2serf x  obtemos f(x)=-2serf x+2senx+1.  Sendo

g(x) = -2x* +2x+1, temos f = gosen, ondeser denota a funcdo seno. Como tal funcéo tem

imagem o intervalo [-1,1], os valores maximo e minimé sl iguais aos valores maximo e minim@da
restrita a [-1,1]. Mas o estudo do crescimento de funcGes de segandgagainte que a funcgassume

decrescente no interva[d/ 2,+00). Logo:

i) O valor maximo dé ég(1/2) = 3/2, obtido quandsenx = 1/2, quer dizer, quandeo = gi g +2krt,

ondekZ.

i) O valor minimo d&f é o menor dentre os numeggsl) = -3 (1) = 1; assim, o valor minimo de&

-3, obtido quandsenx = —1, quer dizer, quando= 3777 + 2k, ondek O Z.

seu valor maximo para =1/2, sendo estritamente crescente no inter\,(ai@o ,1/2] e estritamente

por
e

n}

07. No plano cartesiano, a hipérbodg= 1 intersecta uma circunferéndiaam quatro pontos distintds B,
C eD. Calcule o produto das abscissas dos pohtBsC eD.

Comentario da Questéo 07

Assunto Geometria analitica; polinémios; funcdes.

Solucéo SeC(a, b) é o centro @ > 0 é o raio d€, entdo sua equacao cartesiana€d)” + (y —b)> =r?
Os pontos comunslae a hipérbole sao as solugbes do sistema

xy=1
{(x—a)z +(y-b)*=r?

de modo que as abscissasAj®, C e D sdo solucdes da equacio-@)? + (1k —b)®> =r? ou aindax* —
2ax’ + @+ b* —r)¢ — 2bx + 1 = 0. Por outro lado, é imediato que as abscissas BeC e D se
constituem em todas as raizes da equacdo polinomial acima; pelgs, relacdes de Girard en
coeficientes e raizes de equacgdes polinomiais, segue que seu produta &.igua

[re

08. Escolhemos cinco numeros, sem repeticdo, dentre os inteirasad@0. Calcule quantas escolhas
distintas podem ser feitas, sabendo que ao menos dois dos cinco ni@eeiosados devem deixar um

mesmo resto quando divididos por 5.

Comentario da Questao 08
Assunto Analise combinatéria.
Solucéo Particionam-se os numeros de 1 a 20 de acordo com os restosdiléssuapor 5, obtendo-se

conjuntos {1, 6, 11, 16}, {2, 7, 12, 17}, {3, 8, 13, 18}, {4, 9, 14, 19}, {5, 10, 15, 203.chco nUmeros

DS

escolhidos deixardo restos dois a dois distintos na divisao pore5s6 se vierem um de cada um desses

conjuntos. Portanto, pelo principio fundamental da contagem, #hpmssibilidades de escolha de cin

20
nameros satisfazendo essa condi¢do. Descontando tais possibilida%ess}j&scolhas possiveis de cinco

20
nameros distintos de 1 a 20, obtemos a resposta de{ejgd}\:— £ = 14480.

co



