Solucao Comentada da Prova de Matematica

01. Considere, no plano cartesiano, os pontos P(0,1) e Q(2,3).

A) Determine uma equacéo para a reta mediatriz do segmento de reta E

B) Determine uma equagio para o circulo, com centro no eixo-x, que contém os pontos P e Q.
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Questao 01

A) A reta mediatriz do segmento E € o conjunto dos pontos X do plano que satisfazem a igualdade
d(X,P)=d(X,Q). Se X(x,y) é um ponto da mediatriz, entdo,

4 (y -2 =y (x-22 +(y-3)%.

Dai, segue que

—2y+1=—4x—-6y+13 ou x+y=3.

Essa é a equacdo da reta mediatriz do segmento E

B) Um circulo que passa pelos pontos P e Q tem centro sobre a reta mediatriz do item (a) acima. Como o
centro C deve estar sobre o eixo-x, suas coordenadas devem ser (c,0). Logo, ¢+0=3, isto &, o

centro do circulo em consideracdo é o ponto C(3,0). O raio do circulo € a distancia entre os pontos P
e C (ou entre os pontos Q e C). Assim, o raio r do circulo é:

r=dP,C) = \/(0—3)2 + ([1-0)? =+10;
r=dQ,C) = \/(2—3)2 + (3-0)* =10

Portanto, a equacdo do circulo é: (X — 3)2 + y2 =10.
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02. Na figura abaixo, ABC é um tridngulo eqiiilatero inscrito num circulo. A corda E corta os lados

AB e AC nos seus pontos médios M e N, respectivamente. Cada segmento de reta PM e PN
mede 1 u.c. (unidade de comprimento). Assim, responda as duas questdes que se seguem.

A) Considere os tridngulos APN e QCN. Prove que eles sio semelhantes.

B) Quantas u.c. tem o lado do tridngulo ABC?

A

N

Q

(VALY
N—
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Questao 02

A) No tridingulo APN denote por @, p e n, as medidas dos angulos nos vértices A, P e N, respectivamente.
No tridingulo QCN sejam ¢, ¢ e n as medidas dos angulos nos vértices Q, C e N, respectivamente.
Temos a = ¢, pois s@o angulos inscritos num circulo, determinando um mesmo arco. Analogamente, p = ¢
pela mesma razdo. Logo, os tridngulos APN e QCN sdo semelhantes, pois tém os angulos
correspondentes com a mesma medida, isto é, congruentes. E o caso 4ngulo,ingulo,Angulo (AAA),
de semelhanca de tridngulos.

B) Como M e N sdo pontos médios dos lados, entéo, o tridingulo AMN € eqiiildtero e o seu lado tem

medida igual & metade da medida do lado do tridngulo ABC. Seja x =AM =MN = NA a medida
do lado do tridingulo AMN. Devemos encontrar o valor de 2X. Da semelhanca dos tridngulos APN e
QCN, obtemos as relagdes

AP PN _AN
QC CN ON’

Mas PN =PM+MN =1+x , CN=x ) AN=x e Q_N= 1. Portanto, a tltima igualdade nas
relacdes (*) fornece
1+x x

x 1

[l

. Dai, resulta 2X=1+\/§, que € a

1+\/§
2

ou xZ—x-1= 0. Como x é positivo, entdo, X =

medida do lado do tridngulo ABC.
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03.

A) Determine constantes reais a, r, S tais que a igualdade 3x2—Tx+2= a(x—r)(x—s) seja
verdadeira para todo X real.

x—1
=P + q seja valida
3x“-7x+2 X-Ir X-S§

B) Determine constantes reais p, (, I, S tais que a igualdade

para todo real X & {r,s}

Solugao Comentada — Matematica Pag. 5de 13



Questao 03

A) As raizes do polindmio 3x2—7x+2 sio 1/3e2. Logo,

3X2—7X+2=3 XZ—ZX+E =3 X—l (X—Z).
3 3 3

Assim, a=3, r=% e s=2.

A 1ltima igualdade acima implica que

%X—%:p(x—2)+q(x—%].

Igualando coeficientes, obtemos o sistema em p e q

3

jasolugioé p=—e€ q=—.
cuja solugdo € p 15 q 15

B) Temos
1 1
x-1 x-1 3 EX_E S
2 = == = _ 5
3x% —7x+2 3(X_1)(X_2) (x—l)(x—l) (X_lj (x-2)
3 3 3
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04. Dois produtos quimicos P e Q sdo usados em um laboratério. Cada grama do produto P custa R$ 0,03, e
cada grama do produto Q custa R$ 0,05. Se 100 gramas de uma mistura dos dois produtos custa R$ 3,60,
determine a quantidade, em gramas, do produto P presente na mistura.

1
05. Se o é a medida dos angulos da base de um tridngulo isésceles e senoc=z, determine o valor da

tangente do angulo do vértice desse tridngulo.
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Questao 04

Sejam X e Yy, respectivamente, as quantidades em gramas dos produtos P e Q, presentes na mistura de
100 gramas. Como a mistura de 100 gramas custou R$ 3,60 , temos o seguinte sistema de equacdes

x+y =100
0,03x+0,05y =3,60 °

Equivalentemente,

]

x+y=100
3x+5y =360

cuja solugdo é x=70 e y=30. Portanto, hd 70 gramas do produto P na mistura.

Questao 05

Consideremos as medidas em radianos. Se B ¢ a medida em radianos do angulo do vértice, entdo,
B=m—2a. Portanto,

_ sen 3 _sen(w—2a) sen2o 2sen 0t - coS O

cosf cos(t—2a) —cos2a cos>o—sen’a

1 _ 2 V15
Como sena=z,entao, coso.=+1-sen“ ot =——.

4

Substituindo esses valores na ultima expressdo acima, obtemos

1 J15

tanf

R

15

tanf =— lg i‘ ST
1616
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06.

1
A) Considere a fungio f(x)= X2 +—2, cujo dominio é o conjunto dos nimeros reais ndo nulos. Calcule
X

1
f(c), onde ¢ é um nimero real tal que ¢c+—=35.
C

1
B) Considere a fun¢do g(x) = x? +—4, cujo dominio é o conjunto dos nimeros reais ndo nulos. Calcule
X

1
g(c), onde ¢ é um ndmero real tal que c+—=35.
C
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Questao 06

1
A) Se ¢+—=5, entdo,
C

1 1)
fle)=c®+—=|c+-| —2=25-2=23.
c2 ¥

Portanto, f(c)=23.

XZ

2
B) Observe que g(X)=X4+i=(X2+L] —2=f(X)2—2.

X4

Portanto, g(c)="Ff(c)>—2=23*-2=529-2=527.
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07.
o o . . 0D . :2 P s
A) Seja i a unidade imaginéria dos nimeros complexos. Sabe-se que i“ =—1. Se o niimero inteiro

positivo N é tal que iN=-1 , determine o resto da divisdo de N por 4.

B) Os nimeros complexos Z=1+i\/§ e W=1’eie =r(cose+i Sene),com r=| w| e 0<0<2m,

satisfazem a equacdo Z-W =1. Determine r ¢ 0.
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Questao 07

A) Dado um inteiro N, existem Unicos inteiros q € r, com r€ {0,1,2,3} , tais que N=4q+r.

Se i2 = —1, entdo, P=—ieit=1. Portanto,

—1=iN =it o = )1 =19 =

O unico inteiro re {0,1,2,3} que satisfaz a igualdade acima é r =2 . Logo, o resto da divisdo de
N por4 é2.

B) Temos |z|2=4, ;=%=#=1—‘i‘ 3=%—?i.
A

1

Assim, W=—+—i=—
4 4 2
3

3. 11
2
Y

r=1/2e¢ 6=—
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08. Uma substincia radioativa de massa inicial My se transforma em outra substincia nido radioativa. Para
cada instante t 20, dado em segundos, a massa M(t) da substincia radioativa restante obedece a lei

M(t) =M, 372t Nessas condigdes, determine o tempo, em segundos, necessdrio para que a massa da

substancia radioativa seja reduzida a um ter¢o da massa inicial.

Questao 08

1
Seja t; o tempo em segundos para que M(ty) = SMO . Devemos calcular t;. Mas

1 N
Mo =Mty =M,3 2
Logo,

1 1 .- e B 1
~ =372 373 Moo 371237 oot =1 ty =
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