PROVAOS MATEMATICA

EXAME NACIONAL DE CURSOS

QUESTOES ABERTAS ESPECIFICAS PARA OS
FORMANDOS DE BACHARELADO

Questaon®1
Padrdo de Resposta Esperado:
e'@*P) = cos(a + B) +isen(a +P) @

e e = (cosa +isena). (cosp +isenp) =

cosacosp + i sena senf +isena cosP +icosa senp =

[cosacosB - senasenf] +i[senacosP + cosa senf] )

Como € . eP =¢l(@*F) , 0s complexos (1) e (2) sdo iguais. Logo, suas partes reais sao iguais, e suas partes imaginarias sao
também iguais.

Portanto,
b) cos (a + PB) = cos (a) cos (B) — sen (a) sen (B) e (valor: 10,0 pontos)
a) sen (o + P) = sen (a) cos (B) + cos (a) sen (B). (valor: 10,0 pontos)

Questao n®2
Padrdo de Resposta Esperado:

a) Se avazao é de 500 m3/h, em 5 horas a piscinarecebe 5 x 500 = 2 500 metros cubicos. Este é o volume da piscina, pois ela inicialmente
estavavazia. (valor: 5,0 pontos)

b) 12 Alternativa de solugéo
Seja T o tempo (em horas) procurado.
T T
Temos 2500 = t[V(t)dt = gstz& = 2572
T2 = 100
T = 10 (horas)
22 Alternativa de solucéo
Seja T o tempo (em horas) procurado.

A vazdo média é % =25T

Entdo, T.25T = 2500
T2=100

T =10 (horas) (valor: 15,0 pontos)
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Questao n°3
Padrdo de Resposta Esperado:

a) Sim, pois seus autovalores sao distintos.

b) Como A é diagonalizavel, existe uma matriz P, invertivel, tal que A = P1D P, sendo

o2 O
s

A2 =plpppLppP =PD? P e faciimente se prova que A" = PID"P .

O
B oo e
lim A" = lim [P™'D"P]=P0P =0, pois lmD"= lim 7 g= g=0
n-o n- oo - "0 0 Dlgm 00

(valor: 5,0 pontos)

(valor: 15,0 pontos)
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Questdon°4
Padréo de Resposta Esperado:
a) 12 Alternativa de solugéo
A é aberto em X significa que, para todo x [ A, existe € >0 tal que a bola aberta (vizinhanca) de centro x e raio €, ou seja,
{y 0 X| d(y;x) <£} esta contida em A. (valor: 5,0 pontos)
22 Alternativa de solucéo
A é aberto em X significa que, para todo ponto a [J A, existe um > 0, tal que se x 1 X e d (x, a) <&, entdo também x (] A. (valor: 5,0 pontos)
32 Alternativa de solucgéo

A é aberto em X significa que o complemento de A (isto é, X — A) é fechado. (valor: 5,0 pontos)

b) 12 Alternativa de solugao
A é fechado em X significa que o complemento de A (isto €, X — A) é aberto. (valor: 5,0 pontos)
22 Alternativa de solugao

A é fechado em X significa que, para todo ponto r 0 X — A, existe um d>0talqueses OX e d (r, s) < dentdo também s O A.
(valor: 5,0 pontos)

32 Alternativa de solucéo

A é fechado significa que, para toda seqiiéncia convergente D(nljde elementos de A, entdo lim X, também pertence a A. (valor: 5,0 pontos)

c) 12 Alternativa de solucéo

f & continua em X significa que para todo € >0 e todo x 0 X existe 8> 0tal que d (f(y); f (x)) <e paratodoy OO X tal que d (y ; x) <d.
(valor: 5,0 pontos)

22 Alternativa de solucéo
f é continua em X significa que, para todo conjunto aberto B (1Y, aimagem inversa f - (B) € um conjunto aberto em X. (valor: 5,0 pontos)
32 Alternativa de solucéo

f & continua em X significa que, para toda sequéncia convergente D(nljde elementos de X, a seqiiéncia [f (xn)Dtambém é convergente
elimf (xn) = f(lim xn). (valor: 5,0 pontos)
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d) 12 Alternativa de solugéo
Seja S o conjunto solucéo da equagéo f (x) = a. Mostremos que o complemento de S, X - S, € aberto.

Sejar X - S; entdo, f(r) = b#a (poisr 0JS). Pela continuidade de f, tomando €=d (a; b)/2 existirad>0tal que ses OX
e d(r;s)<20d ter-se-a, pondof(s) = ¢, d(c;b) < eg=d (a;b)/2. Mostraremos que s [0 S, mostrando que ¢ # a. Com efeito, pela
desigualdade triangular, d (a;b)<d(a;c) + d(c;b).Dai, d(a;c)=d(a;b)-d(c;b) >d(a;b)-d(a;b)/2 =d(a;h)/2>0 e
c#a.logo,s S, c.q.d. (valor: 5,0pontos)

22 Alternativa de solucéo

SejaA={xOX|f(x)=a},ouseja,A= f‘l{a}. Mostremos que A é fechado, tomando uma sequiéncia {xn} de elementos de A, convergente
em X, comlimx_ = X, e provando que x J A. Ora, como f & continua, sabe-se que f (x ) também é convergente em Y e que im f (x ) = f(x).
Mas, f (xn) = a para todo n; entéo, lim f (xn) =a. Como f (x) é igual a este limite, resulta f (x) =a; daix JA, c.q.d. (valor:5,0pontos)

32 Alternativa de solucéo

Seja A = {x O X| f (x) = a}, ou seja, A = f ~ 1 {a}. Mostremos que A é fechado, isto &, que o complemento de A é aberto. Seja
B={yOY|y#a}; entdo B é abertoem Y, poissey 0OB,d (y;a)=d>0e, setomamos z Y tal que d (z ; y) < d/2, teremos:
d(a;z)y=zd(a;y) —d(y;z)>d-d/2=d/2>0,logo z #a, donde z 1 B e B € aberto. Entéo, pela continuidade de f, f-1 (B)
€ aberto em X. Nossa tese estara provada se mostrarmos que f ~ ! (B) é o complementar de A em X. Com efeito, ser A,
entdof(r)#a e r Of~1(B). Reciprocamente, ser Of 1 (B), f()za e r OA, c.q.d. (valor: 5,0 pontos)

42 Alternativa de solucéo

Seja A={x0X|f(x) =a}. Mostremos que A é fechado. Ora, sendo {xn} uma seqléncia convergente de elementos de A, com limite
igual a x, devemos provar que x [ A. Ora, como f (xn) = a para todo n, entdo lim f (xn) = a. Basta entdo mostrar que f (x) = a. Ora,
supondo que f (x) =b # a, etomando o aberto B={y 0 Y|d (y; b) < d(a;b)/2}, temos, pois f é continua, que f ~ 1 (B) é aberto. Mas,
entdo, como f (x) OB, temos x O f~ L (B). Logo, existe d > 0 tal que a bola aberta de centro x e raio d esta contidaem f~ ! (B). Mas,
sendo lim x_ =X, tem-se que nessa bola existiriam infinitos elementos da seqtiéncia {x }, o que € absurdo porque isso implicaria
a existéncia de infinitos elementos da sequéncia {f (xn)} situados a uma distancia de b menor que d (a ; b)/2, o que contradiz
f(x)=a. (valor: 5,0 pontos)
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Questao n®5
Padréo de Resposta Esperado:

a)Sendoq(0)=1eq(l)=1+1+1=1,q(x)ndotemraizesem Z,. (Logo, sendo do 2° grau, € irredutivel). (valor: 5,0 pontos)

b) Pelo Teorema de Kronecker, aJE, a # 0, a # 1 e g (a) = 0, isto é: a’ + a + 1=0.Dai, segue que a + 1 [OE (pois E € um corpo)
e é diferente de a (pois 1 #0). (valor: 5,0 pontos) Com as operagdes indicadas a seguir, vé-se que 0, 1, a, a + 1 formam uma extenséo
de z, satisfazendo as condicdes para E. Portanto, o nimero minimo de elementos de E é 4. (valor: 5,0 pontos) As operacdes em
E={0, 1, o, a+ 1} sdo dadas nas tabelas a seguir.

+ 0 1 a a+ 1 X 0 1 a a+ 1

0 0 1 o |a+1 0 0 0 0 0

1 1 0 a+ 1l «a 1 0 1 a a+1

a a |a+1 0 1 a 0 a o+1 1

a+1 |a+1| a 1 0 a+1| 0 |a+1| 1 a (valor: 5,0 pontos)

QUESTOES ABERTAS ESPECIFICAS PARA OS
FORMANDOS DE LICENCIATURA

Questao n°6
Padréo de Resposta Esperado:

a) Se nédo se define o grau do polinémio identicamente nulo e se em uma divisdo o grau do resto deve existir, 0 polindmio identicamente
nulo ndo pode ser resto de diviséo. (valor: 10,0 pontos)

b) Uma possibilidade é atribuir um grau ao polindmio identicamente nulo, de modo que ele tenha grau menor que o dos outros
polinémios. Usualmente, a ele se atribui grau — . (valor: 10,0 pontos)
Outra possibilidade é corrigir a definicdo de divisdo, pondo
... com R(x) identicamente nulo ou grau R(x) < grau B(x).

Esta alternativa ndo é usual, pois implica ter de escrever " ... ou identicamente nulo" em muitos teoremas. (valor: 10,0 pontos)

Questaon®7
Padréo de Resposta Esperado:

a) A opinido do Professor X reflete melhor as recomendacgdes dos PCN, (valor: 5,0 pontos) pois, segundo estes parametros, tanto no
que se refere ao ensino das séries fundamentais, como ao ensino médio, um dos objetivos do ensino da matematica é o de
“estabelecer conexfes entre temas matematicos de diferentes campos e entre esses temas e conhecimentos de outras areas
curriculares” As observagdes do professor Y contrariam este objetivo. (valor: 5,0 pontos)

Obs.: Tal citagéo é encontrada, por exemplo, em PCN, Mateméatica — 12 a 42 série, 1997, p. 52 e 52 a 82 série, 1998, p. 47.
b) Os blocos nao representam discos, nem quadrados, nem retangulos, nem triangulos, mas sélidos em formas de cilindros e em

diversas formas de prismas, com duas medidas diferentes de alturas. Desta maneira, essas pegas tridimensionais possuem uma
de suas vistas com a forma do poligono considerado ou de disco. (valor: 10,0 pontos)
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Questao n°8

Padréo de Resposta Esperado:

, . , b c . .
Um numero real x é tal que ax? + bx + ¢ = 0,coma#0, se, esose, (x2 + —x) +— =0, (valor: 5,0 pontos) ou ainda, se e s se
a a

2 2 . blj2
2,b,  bB° v C P° _ ousejarseesose K+ 2H =
(x X ) = =0 ) ZaH

a  4a%’ a 4a

b2 - 4ac

> (valor: 10,0 pontos)
4a

_ ,\b? ~4ac

e, dai, o resultado pedido.
2a

. , . b
Esta igualdade, por sua vez, como b -4ac>0, é equivalente a: X + 2

(valor: 5,0 pontos)

Questaon®9
Padréo de Resposta Esperado:

a) Verdadeira. (valor: 1,0 ponto) De fato, se r € uma reta de pontos fixos, tem-se f (A) = A, DA Or. (valor: 3,0 pontos) Logo f (r) =r.
(valor: 1,0 ponto)

b) Reciproca: Se r é uma reta fixa por f, entdo r € uma reta de pontos fixos por f. (valor: 5,0 pontos)
c) A reciproca é falsa (valor: 1,0 ponto) pois, por exemplo, no caso de uma translagdo de um vetor ndo nulo no plano, qualquer reta
paralela a esse vetor € umareta fixa, mas nenhum de seus pontos é fixo por essa translacéo. (valor: 9,0 pontos, sendo que se apenas

enunciou o contra-exemplo, recebe 5,0 pontos, e se enunciou mas cometeu equivocos para explicar, recebe 7,0 pontos).

Alternativa: A reciproca é falsa, pois, por exemplo, no caso de uma simetria no plano, toda reta perpendicular ao eixo de simetria &
uma reta fixa, mas apenas um de seus pontos é fixo (a intersec¢éo com o eixo); nenhum dos demais pontos o é. (valor: 10,0 pontos)

Obs.: H& muitos outros contra—exemplos.

Questao n°10

Padréo de Resposta Esperado:

Sendo AB uma distancia fixa, o que deve ser minimizada é a soma das distanciasde XaAedeBaY. (valor: 5,0 pontos)
X
A
v
B\¢ (valor: 5,0 pontos)

Y

Traca-se por Y uma perpendicular as margens do rio tomando-se nessa perpendicular um ponto Y’ tal que a medida do segmento
YY’ sejaigual a largura do rio e o ponto Y’ esteja no mesmo semiplano que X em relagdo a paralela ao rio por Y. O ponto A que resolve
o problema é a intersecgédo do segmento XY’ com a margem do rio. Com efeito, a soma das medidas dos segmentos XA e BY é
a medida do segmento XY’ pois ABYY’ é um paralelogramo. (valor: 10,0 pontos)

Alternativa: Ao invés de tracar a perpendicular as margens do rio por Y, traca-se por X e determina-se de modo analogo o ponto B.




