MATEMATICA

A diferenca entre dois nimeros inteiros positivos & 10.
Ao multiplicar um pelo outro, um estudante cometeu
um engano, tendo diminuido em 4 o algarismo das de-
zenas do produto. Para conferir seus calculos, dividiu o
resultado obtido pelo menor dos fatores, obtendo 39
como quociente e 22 como resto. Determine os dois
numeros.
Resolucao
Seaeb, coma > b, forem os dois numeros naturais,
entao:
{ a-b=10 =

ab-40=b.39 + 22

a=b+10 a=41
CUp2-20p-62=0 T\ b=31

Respostas: 31 e 41

A hipotenusa de um tridangulo retangulo esta contida na
retar:y =5x— 13, e um de seus catetos estad contido
naretas:y=x-1.Se o vértice onde estd o angulo
reto € um ponto da forma (k, 5) sobre a reta s, deter-
mine

a) todos os vértices do tridangulo;

b) a area do tridngulo.

Resolucao

~
~

\
\
\
\
\
N

Cc

A(k;5)\ =
“S
Wy=x-1
\

all)Ak 5)Es<=b=k-1T< k=6
Entédo: A(6; 5)
" { (r) y=>5x-13

ex=3ey=2<C(C(32)
(s)y=x-1

m.=1
///){ s =m,=~1
tlLs

Al6;, 5) et
{mt=_7 :y—5=—1(x—6)$y=—x+77
=- 11
\/){my Xt o xzdey=7<BMA7)
(r)y=5x-13
6 5
3 2 1 | |
4 7 1 - 12 12
b) Aypgc = > = B = — =6ua.
Respostas: a) A(6; 5) B(4,7) C(3;2)

b) Ay sgc = 6u.a.

a) Calcule cos 36 em funcédo de sen 6 e de cos 0.
b) Calcule sen 36 em funcéo de sen 6 e de cos 6.

T ~
—, resolva a equacéo:

Para0 < 0
c)ara<<2

1 sen 30 cos 36
sen?d + — cos O + 1 = -
2 sen 6 cos 0

Resolucao

a) cos(36) = cos (260 + 6) =
= c0s(20) . cos 0 — sen (20) . sen 0 =
=(2cos’0—1).cos@—-2senB.cos6.senb=
=2 c0s%0 - cos 6 -2 sen?0 . cos O =
=cos0 . (2 cos?0 - 2 sen?6 - 1)

b) sen(36) = sen (26 + 6) =
=sen(26) . cos 6 + cos (26) . sen 6 =
=2send.cos 6 .cos O+ (1-2sen?6).send =
=2 senb . cos?0 + senb — 2 sen36 =
=senb . (2 cos?0 — 2 sen?0 + 1)

c)Para0 < 6 < % temos:

sen(36)  cos(36) -

sen26+i .cos O+ 1=
2 seno cosO

©sen26+%.cose+7=

_ senf . (2 cos?0 -2 sen?0 + 1)
sené

_ cosB . (2 cos?H — 2 sen?H - 1)
cos6

<
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@7—00329+%.0059+7:

=2c0s%0-2sen?0 + 1-2cos26 + 2 sen?f + 1 <

< 00320—% .cos 0 =0 < cosH . (cosO— %)=0©
< cosO = % pois cosO = 0

Portanto: 6 = =
3

Respostas: a) cos(360) = cos0 . (2 cos?0 — 2 sen?0 - 1)
b) sen(36) =sen6 . (2 cos?6 - 2 sen?O + 1)

oL
3

Na figura abaixo, tem-se um cilindro circular reto, onde
A e B sdo os centros das bases e C é um ponto da
interseccdo da superficie lateral com a base inferior do
cilindro. Se D é o ponto do segmento BC, cujas distan-
cias a AC e AB sdo ambas iguais a d, obtenha a razédo
entre o volume do cilindro e sua area total (area lateral
somada com as areas das bases), em funcao de d.

Da semelhanca dos tridngulos ABC e EBD retdngulos

AB EB h h-d
tem-se — = —— = — = —— &
AC ED R d
Rh
h+R
A razdo entre o volume V do cilindro e sua area total A, &
4 n R? h 7 Rh d

A, 2xRh+2n R? 2

h+R 2

d
Resposta: —
P 2

Considere dois nUmeros reais A e y tais que A = -1,

p=1lehpu=0.

a) Determine uma relacdo entre A e y, para que as
equacoes polinomiais MG —px2 —=x-A+1) =0 e
M2 —=x - (A + 1) = 0 possuam uma raiz comum.

b) Nesse caso, determine a raiz comum.

Resolucao

a)Sei=-1,u=1 e A.u= 0, entdo as equacées po-
linomials possuem raiz comum, que é a raiz do sis-

@ tema determinado pelas duas equacoes:
{Ax3—ux2—x—(7»+ 1)=0 (1)
AXZ-X=(A+1)=0 am <
{—}\.X3+LIX2+X+(}\.+ 1)=0
<
— U AX2=x-(A+1)=0
_— -2+ A+ux2=0ex [-Ax++pl=0<
Resolucao ex=0 ou X = }”Z“
/\ Para x = 0, resulta A = -1 e portanto nao serve, de
INNSN—— Boccmomeao) do com o enunciado.
Y \ \\. B acor
A+
Para x = 5 temos em (l1):
2
A (’”“) - (’““) A+ 1)=0 =
A A
h h-d
2 2 A
l o M2t APH L ) o
A A
d .
------------------ eel-%-gp S 2AU-2A+ U7 -pu=0, poisi=0 <
’ g S 2A+U). (W-1=0 < 2A+u=0 poisu=1.
i b) Para 2A + 1 = 0 temos i = =2 A.
Yoo X A-. o—9C Assim a raiz comum
Atp A+ (22
«—R—> X = 7 sera X = 1 =-1
Respostas: a) +2 A =0 b) x =-1
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No plano complexo, cada ponto representa um ndmero

complexo. Nesse plano, considere o hexagono regular,

com centro na origem, tendo J, a unidade imaginaria,

como um de seus vértices.

a) Determine os vértices do hexagono.

b) Determine os coeficientes de um polindmio de grau
6, cujas raizes sejam os vértices do hexagono.

Resolucao

a) O hexdagono regular é o da figura seguinte, cujos
vértices A, B, C, D, E e F sdo, respectivamente, os
afixos dos numeros:

o o_ V3, 1 .
cos 30° + i sen 30° = > + 2/

cos 90° +isen90°=0+i=i

o H o _ _ \/3 ;
cos 150° + i sen 150° = > +—2 i

o H o _ \/E 7 [
cos 210° + isen 210° = > 2 i

cos 270°+isen270°=0—-i=—|

. . V3 1
cos 330° + i sen 330° = 2 > |
4+ Im(2)
B
c A
Re(z)
D F
E

b) Esses numeros sdo as raizes sextas de — 1 e,
portanto um polinbmio de grau 6, cujas raizes
sejam os vértices desse hexdgono, é X6 + 1 ou seja
1T.X+0.X°+0.x*+0.x+0.x2+0.x+1

Respostas: a)Os vértices do hexdgono sdo os afixos

dos numeros complexos:
V3 AP V3 ,
2 2

I I;

1
2

V3 1. N3
2

2 T T T
b) 1,000 00, 1

Um agricultor irriga uma de suas plantagdes utilizando
duas maquinas de irrigacdo. A primeira irriga uma re-
giao retangular, de base 100m e altura 20m, e a segun-
da irriga uma regiao compreendida entre duas circunfe-
réncias de centro O, e de raios 10m e 30m. A posigao
relativa dessas duas regides € dada na figura,

onde A e B sdo os pontos médios das alturas do re-

tangulo. Sabendo-se ainda que os pontos A, B e O

estao alinhados e que BO = 20m, determine

a) a drea da intersecgao das regioes irrigadas pelas ma-
quinas;

b) a area total irrigada.

Utilize as seguintes aproximagées: V2 = 1,41, n = 3,14
1
e arc sen ry = 0,340rad.

Resolucao

100

a=arc sen -
3
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I) Célculo da base x, em metros, do retangulo FEDC
GH.HI=CH.HF < (10-x) (50 + x) = 10. 10 <

< —x2—40x + 500 = 100 < x2 + 40x — 400 = 0 <

—40 + 40V 2
2

Il) Célculo da drea S;, em metros quadrados, do

retdngulo FEDC
S;=x.20=82.20=164
Il) Célculo da drea S, em metros quadrados, do
triangulo FOC
CF. HO 20. (20 + x)

S: = =
2 2

ex=2002-1)=x=82

<> X =

=200+ 10x = 200 + 82 = 282

IV) Célculo da édrea S, em metros quadrados, do

segmento circular limitado pelo arco CGF e pela
corda CF.

1
2.arcsen —

S; = .n.302—52=

Zn
=0,34.900—-282 = 306 - 282 = 24

Assim:

a) A drea S, em metros quadrados, da interseccdo das

regioes irrigadas é dada por:
S;=5,+S;=164+24 =188

b) A drea total S,, em metros quadrados, da regiao pla-

na irrigada é dada por:
S;=100.20 +m B0 -10%) - S, =
=2000+ 2512 - 188 = 4324

Respostas: a) 188m? b) 4324m?

Um dado, cujas faces estdo numeradas de um a seis,

¢é dito perfeito se cada uma das seis faces tem proba-

bilidade 1/6 de ocorrer em um lancamento. Considere

0 experimento que consiste em trés lancamentos inde-

pendentes de um dado perfeito. Calcule a probabilida-

de de que o produto desses trés nimeros seja

a) par,

b) multiplo de 10.

Resolucao

a) Se p for a probabilidade do produto dos trés nu-
meros ser impar entdo 1 — p sera a probabilidade
desse produto ser par. Logo:

b) 1) A probabilidade de se obter uma face 5 e duas
faces pares é

1 3 3 1
3. — . — . — = —
6 6 6 8

2) A probabilidade de se obter uma face 5, uma par
e uma impar diferente de 5 é

1 3 2 1

6. — . — . — -

6 6 6 6

3) A probabilidade de se obter uma face par e duas
vezes a face 5 é

3 1 1 1

6 6 6 24

4) A probabilidade de se obter um produto mdltiplo

de 10 ¢, portanto, igual a
1 1 1 1

PR -+ — =

+ —
8 6 24 3

7
Respostas: a) )

Dado um numero real a, considere o seguinte proble-
ma:
“Achar nimeros reais x;, X,, ..., X5, Nao todos nulos,

que satisfacam o sistema linear:
r=2)r=3)x_;+(r=1 (=3 (r-4)(r-6)a+

+ (1)) x +(r=3)x,,,=0,parar=1,2, ..., 6 onde

Xg = X7 =0".

a) Escreva o sistema linear acima em forma matricial.

b) Para que valores de a o problema acima tem
solucao?

c) Existe, para algum valor de a, uma solucdo do
problema com x, = 17 Se existir, determine tal
solucéo.

Resolucao

(r=2)r=3)x,_, + (r="1)r=3)r=4)(r-6)a + (-1))x, +

+(r=3)x.,,=0
Nr=1=(=1)(-2)x, +
+(0.(-2).-3). (-5)a+ (1) )x, +(~2)x, =0

3 3 3 1 17 2r=2=0 (1) +
p=— = - —el-p=1-— - =

6 6 6 8 & 8 (1. 1.2 dar (1R)x + (= Txg =0
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Ar=3=(-1).0.x,+
+(2.0.-1).(-3.a+(-1F)x;+0.x, =0

Ar=4=1(2).(1). x5+
+(3. 7.0.(—2).a+(—7)4)x4+7.x5 =0

5)r=56=1(3).2.x,+
+(4.2.1.1.a+(-1P)xs+2.x=0

6)r=6=4.3.x5+
+(6.3.2.0.a+10)x+3.x,=0

7) Para x, = x, = 0 tem-se:

- 1x; - 2x, =0
(—8a + 7)X2—X3 =0
- X3 =0
< 2X5 + Xy + Xg =0
6x, + (-8a—1)x5 + 2x5=0
\ 12x5 + X =10
-1 -2 0 0 0 0 X,
0 (-8+1) -1 0 0 0 X,
0 0 -7 0 0 0 x; | =
0 0 2 1 1 0 X,
0 0 0 6 -8-1 2 Xs
0 0 o o 12 1 Xg
0
0
I
- 0
0
0

8) O sistema linear acima é sempre possivel e admite
a solugao trivial x; = X, = X3 = X, = X5 = Xg = 0.
Para que existam X;, X,, X3, X4, Xg, Xg, N@0 todos

nulos, o determinante da matriz dos coeficientes
deve ser zero.

-1 -2 0o 0 o0 0
0 (-8a+1) =1 0 0 0
0 0 7 0 0 0
0 0 2 1 1 0o | 70¢
0 0 0 6-8-1 2
0 0 0o o0 12 1
-1 -2 0 o 0
0 (-8a+1 0 0 0
s (-1) 0 0 1 1 0 =0
0 0 6 -8a-1 2
0 0 0o 12 1

-8+1 0 0 0
0 1 1 0
.10, 6 —ga-1 2 | ~9°
0 0 12 1
1 1 0
6 -8-1 2 |=0&s
S (-8a+ 1) 0 12 ;
< (-8a+1).(-8a-31)=0ea= % ou a=-— %7
9) Para x; = 1 e x, = x, = 0, 0 sistema é:
-1-2x, =0
(- 8a + 1)x, — xq =0
— X =0
= 2X5 + Xy + X5 =0
6x, + (-8a—1)x5 + 2x5=0
\ 12x5 + x5 =10

1

Este sistema tera solucdo se a = 5 pois para x; = 1

e X3 = 0 tem-se X, = — % e(-8a+1)x,-x3=0<=

1

4= ?.Aso/ugéo serd
1
x7:7,xzz—7,x3zx4zx5:x6=0
Respostas:
a) O sistema é
-1 -2 00 0 0 X,
0 (-8a+1)-10 0 0 X,
0 o -10 0 0 x; | =
0 0 21 1 0 X
0 0 0 6 -8a-1 2 Xs
0 0 00 12 1 Xg
0
0
I
- 0
0
0
- 1 31
b) O problema tem solucao para a = 5 oUa=- —

a solucao do problema é

|~

c) Para a =

1

X;=1,%x,=~ 7,X3:X4:X5:X6:0
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Sao dados os pontos A e B e um segmento contendo
os pontos G, H e |. Sabe-se que A e B pertencem, res-
pectivamente, as diagonais CE e DF de um quadrado
CDEF, cujo centro é O. A distancia de A a O é igual a
GH e a medida do lado do quadrado ¢ igual a GI.
Construa, usando régua e compasso, um quadrado
CDEF, satisfazendo as condigbes acima. Descreva e
justifique as construcdes utilizadas.

Resolucao
Justificativa da contrucao

1) O centro O do quadrado CDEF pertence a circun-
—_ VA
feréncia de didmetro AB pois AOB = 90°.

2) O centro O pertence a circunferéncia de centro A e
raio AO = GH.

3) Os vértices do quadrado pertencem a circunferéncia
de centro O e raio igual a metade da diagonal do

quadrado e séo tais que {C,; E} C 574> e (D, F} C OB.

Construcao

1) Traca-se a mediatriz de Gl obtendo-se M. Sobre esta
mediatriz marca-se o ponto K tal que MK = MG. A
medida de GK é a metade da medida da diagonal do
quadrado.

2) Constroi-se a circunferéncia A de didmetro AB.

3) Constroi-se a circunferéncia 6 de centro A e raio
GH. Na interseccdo de A com 6 obtém-se os pontos
“O" possiveis.

4) Desenha-se a circunferéncia de centro O e raio GK
-— -
que intercepta a reta OAem Ce Ee areta OB em
DeF

5) Para cada ponto O o problema apresenta uma solu-
cdo. A figura seguinte mostra uma destas solucées.

COMENTARIO

Com questbées enunciadas precisamente, a
prova de Matematica da FUVEST exigiu determinacao,
conhecimento e traquejo algébrico do candidato. Nem
sempre o espaco reservado para a resolucdo era
suficiente para escrever todas as passagens
matematicas.

10%
Geometria
Analitica

10%
Trigonometria

50%
Algebra

30%
Geometria
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