ENC 2003 MATEMATICA

Questao 1
Padrao de Resposta Esperado

a) A regido de integragdo é a regido hachurada em:

y
0<r<3e % <y<A1 !
i (valor: 5,0 pontos)
3 x
31 4 10312
b) I:J’ J’ ey dydx:J.J. eV drxdy (valor: 10,0 pontos)
0 T 0J0
g
1 P P 3 3
c) I= J eV xlo dy =J 3y eV dy=e |0 =e-1. (valor: 5,0 pontos)
0 0

Questio 2
Padrao de Resposta Esperado

a) Os elementos do grupo G sao as classes a que pertencem os nimeros primos com 18, ou seja:

G={1;5,;711;,13;17}. (valor: 10,0 pontos)

b) Defato, g =5 ,pois 5°=1=1(mod 18); 5'=5=5(mod 18);5°=25=7 (mod 18) ; 5° =7 x5=35=17 (mod 18); 5*= 5x 17 =85=13 (mod 18)
e 5°=5x13=65=11(mod 18) (valor: 10,0 pontos)

Questao 3

Padrao de Resposta Esperado

a) flxr,y) =[xy [; _64} {ﬂ =[x y] [6]2:_64};] = 1P +6xy+6xy—4)72, isto é:

Axy) =22+ 1210y - 42, (valor: 5,0 pontos)

1- A 6
b) Para achar os autovalores de A, resolvemos a equag&o det(A — A I) =

=0 _ — _ -8
6 —4-_2 ou (A—5)(L+8)=0,obtendoA=5¢e A=—8

—

x 3
] € um multiplo de H

X
Para A =5, um autovetor [y} satisfaz —-4x+ 6y =0, ou seja, y

=

x -2
Para A =- 8, um autovetor LJ satisfaz 9x + 6y =0, ou seja, [ ] € um multiplo de [ 3 ]

y
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. . 1 13 1 [-2
Portanto, um par de autovetores ortonormaisde A é . e
\/13[2] \/13[3]

-2
Basta, entdo, tomar P = } como P é ortogonal, P ~'=P'. De fato:P ' A P=

113
J13(2 3

3 2pt 6 1 3 =2 113 21115 161 1165 0 | 15 0} 4ue e uma matriz diagonal.
S3|-2 3||6 4|13 |2 3| 13|-2 3||10 -24| 13 |0 -104 0 -8

(valor: 10,0 pontos)

c) Se[r y]= f[?) _32] {):(} entdo flr,y) = VA= (PP APY = " PLAPy = i [g 08} 7 = 572-8372. (valor: 5,0 pontos)
y _

Observagao: O graduando néo é obrigado a seguir a sugestao de usar autovetores ortonormais, podendo usar autovetores ortogonais;

isso permitiria, no item c), respostas da forma k(552 —8j2), k positivo.

Questio 4

Padrao de Resposta Esperado

a) p(x) é de grau n e p'(x) de grau n— 1, logo q(x) deve ser do 1° grau, isto &, da forma q(x) = ax + b.

Sendo "+a '+ .. +a -2

i r+ay =(ar+b) [ +(n -1a,_,

1 +ota,l, efetuando-se o produto e igualando-se os coeficientes

1
de 1", obtém-se: a.n = 1, donde a = 1/n. Fazendo-se Xy=- b.n, tem-se q(x) = P (xr— xo). (valor: 5,0 pontos)

b) Da equagéo qp'— p =0 temos (xr — xo) p' —np =0, que é uma equagcéo diferencial de variaveis separaveis. Nos pontos em que

p#0 eux=# x, épossivel separar as variaveis, fazendo a divisao por (x — xo)p:

% == nx , cuja solugdo é: In|p|=n In|r—x|+c ou | p(x)|= k.| x-x, |" para uma constante k positiva ou p(x) = k (x—xo)" para
o
uma constante real ndo nula qualquer. (valor: 15,0 pontos)

Observagodes: Asolucédo p =0 é solugao dessa equacéo, mas tem a derivada identicamente nula, ndo satisfazendo, portanto, a condigao
do problema dado. Nos outros casos, por continuidade ou verificagéo direta, p(x) € solugéo da equagdo mesmo no ponto x,em que se
anula. Tem-se, entdo, que todos os polinémios da forma k (x — xo)" ,com k # 0, sdo divisiveis por sua derivada e, pelo raciocinio acima,
s6 estes satisfazem essa propriedade.

Questio 5

Padrao de Resposta Esperado

a) div(fX)= f X) BfayX a(féZX3)=f[a£))§+aa)§f+azJ gﬁX +S§X +ng =fdivX+Vf-X (valor: 5,0 pontos)
o1, v ), 32)
b) div (fVf) = fdivVf +Vf -Vf =f ;;: + 88;/ + aaZZ +IIVFIP = fAf HIVFIP. (valor: 5,0 pontos)
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c) J’ % s =J V f -NdS e, pelo Teorema de Gauss—Ostrogradsky, segue
S S

J. Vf-NdS = J:div V f dV, onde dV & o elemento de volume de B.

S B

Substituindo, na férmula no item b), as condigdes do item c), tem-se 5 f = fdiv Vf + Af - Af =fdiv Vf +|| Vf||2 =fdivVf+2f.
Daqui, sendo fndo nula, div Vf = 3. Donde:

Jldiv Vidv-3 j av=34F - an. (valor: 10,0 pontos)
B B

Questio 6

Padrao de Resposta Esperado
a) De fato, multiplicando 0 < x <2 por x>0, tem-se 0 < »<2r Multiplicando-se 0 < x <2 por 2 tem-se 0 < 2x < 4, donde

0 < 12 < 2x < 4 e, considerando as raizes quadradas 0 < x <f@)<2 (valor: 5,0 pontos)

b) Mostremos que, pela definicédo e pelo item a), a seqiiéncia a, esta bem definida e é crescente e limitada superiormente.
Com efeito, a,= V2, entso 0 < a,< 2. Tem-se que a, esta bem definidoe 0 < a,< a,< 2. Suponhamos que 0 < a,< a,<..< a, ., <a ;< 2;

novamente, tem-se pelo item a) que a, esta bem definidoe 0< a, _,<a < 2. Ou seja, a sequéncia dada é crescente e limitada

1
superiormente (2 é cota superior), sendo, portanto, convergente. (valor: 5,0 pontos)

¢) O limite existe e pertence ao intervalo ]+/2 , 2]. Além disso, pela continuidade de f, obtém-se lim il = Iimﬂan) = fllim a,)ou seja,
lim a, = flim an). Assim, lim a, é uma solugdo da equagdo x = f{x), nointervalo] J2 ,2]. Ora, as solucbes de x = V2r sdoas solugbes

der? = 2x,que sao 0 e 2, logo a unica solugdo no intervalo em questéo € 2, donde lim a,= 2. (valor: 10,0 pontos)

22 alternativa de solugao:

b) a,=2"%; a, =(2"*")"2=2"21*12) : mostraremos por indugao que a seqiiéncia constitui-se de poténcias com base 2 cujos expoentes

sdo as reduzidas (somas parciais) da série geométrica de razdo e 1° termo iguais a %. Com efeito, supondo que

1 1 1
{5(1 ty ot 2,171)}
a =2 , teremos a .=

1
1141 132 144l 1.1
21+2(1+2+-...+27171) =22(1+2+-...+-27171+2,l)
n n+1 .

Sendo convergente a série dos expoentes (série geométrica de razéo V2 < 1), pela continuidade da exponencial de base 2, segue que
a sequéncia a, € convergente.

lim 1(1+1+...+i+i)
- . - s 2472 on 2N
c) Pela continuidade da exponencial, o limite em questao é: lim a,= 2

Como

1 1 1 1 1 1 ol i -
5(1+§+...+2n_1+2—n+m]_§.171_1,temseaflnal.llman_z.

N
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32 alternativa de solugao:

b) Pelo item a), a fungéo f leva o intervalo [ N/ 2] nele préprio e, sendo f'(x) = 1 , tem-se que f'(x) é positiva e decrescente, ent&o,

J2x
no intervalo em questao, |f'(x)| <f' (+/2 ) < 0,6 < 1. Ou seja, fé uma contragéo do intervalo [+/2 , 2] nele mesmo e, pelo Teorema
do Ponto Fixo de Banach, qualquer seqiiéncia definida por a ., = f(an) coma, € [+/2 , 2] converge para o Unico ponto fixo dessa

contragdo nesse intervalo.

c) Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, esse limite € o Gnico ponto fixo da contragdo f no intervalo [v/2 , 2]. Calculando as solugées
de r=+2r , tem-se que elas s3o as solucdes de 1° =2, que sdo 0 e 2. O ponto fixo no intervalo em questio é, portanto, r = 2, donde

lima =2.
n

Observagao: Uma 42 alternativa sera refazer a prova do Teorema do Ponto Fixo de Banach, para este caso especificamente, mostrando
que a sequiéncia dos a, é de Cauchy, usando um majorante menor que 1 para a derivada de f, que, no caso, pode ser 0,6. Prova-se que

0< @, =0, < (0,6"P*21+0,6™P3+ .. +0,6" +0,6™") (a,- a,) e os demais resultados se seguem de raciocinios analogos.

5% alternativa de solugao:

Provaremos diretamente que lim a, = 2.

Primeiramente, observemos que a, = J2 eque, se a, > /2, entao a, 4= </2an > 22 =2, oque prova, por indugéo, que a, > 2
para todo n natural.

‘an—1 _2‘ 1

a, ,—2 =2
=2y~ 2 o V2 EE </ 2 a8

‘“1_2‘

Dai, 0 <|a,-2| < P

para todo n natural, e, pelo teorema do confronto (sanduiche), lim a,= 2.
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Questio 7

Padrao de Resposta Esperado

a) A altura maxima sera igual a 2 + 30 = 32 metros. A velocidade angular sera de 1220 =80 rad/s. (valor: 5,0 pontos)
. , _ o V2)
b) E falsa porque a altura do passageiro para t = 15s sera iguala 2+15—-15cos|15. @ =2+ 15—15.7 = 6,4m<8m.
(valor: 5,0 pontos)
c) Aos 75s a altura seraigual a 2 + 15 — 15 cos (75 . g—o ): 2+15+15. g =27,6 m. (valor: 5,0 pontos)

d) h(t)=17 -15. COS(GO] para t entre 0 e 120.

v

120 (valor: 5,0 pontos)

Questio 8

Padrao de Resposta Esperado

du a4 % du du_ 1
a) Fazendo u = bt, tem-se: dft=—-;u=b,set=1; u=ab, se t=a. Dai, J’ ~dt= 2222 7:-” —dt. (valor:10,0 pontos)
b g t pub Jp u Jpt
ab1 b1 ab1 b1 aq
b) In (ab) = f Tar =J' Tar +J' ar - J' Tar +J' 1dt =in (b) +1n (a). (valor: 10,0 pontos)
1 t 1 t b t 1 t 1 t

Questio 9

Padrao de Resposta Esperado

a) Seja F o numero de faces e A o nimero de arestas do poliedro em questdo. A soma dos angulos internos de cada face € igual a
(n—2).180°, onde n é o niumero de lados dessa face. A soma S de todos os angulos internos de todas as faces do poliedro sera:

F
S- 2 2)180°. Mas z(n ~2)180°=180°. Y n, ~ F.360°=2A .180° - F .360° = 360° . (A - F) porque cada arestado poliedro
k=1
€ lado de 2 de suas faces. A férmula acima agora segue da aplicagdo da Férmula de Euler:
V+F=A+2,0u:A-F=V-2. (valor: 10,0 pontos)
b)V=A+2-F=15+2-12=5. (valor: 5,0 pontos)

c) Ainda que fosse possivel que cada par destes 5 vértices fosse ligado por uma aresta, o nUmero maximo de arestas seria

=(5.4)/2=10<15. (valor: 5,0 pontos)
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Questio 10
Padrao de Resposta Esperado

a) De acordo com os PCN, os jogos
1) sé@o objetos socioculturais em que a Matematica esta presente;
2) sao atividades naturais no desenvolvimento dos processos psicoldgicos basicos;
3) exploram o “fazer sem obrigag&o externa e imposta”;
4) podem ser usados, para criangas, como jogos de exercicios para atenuar a dificuldade com a repeticdo de atividades;
5) ajudam no trabalho com simbolos, convengdes e regras;
6) desenvolvem a percep¢ao da dependéncia da jogada do outro, o que da lugar a um tipo de analise mais profunda, com estudo de
Varios casos;
7) representam uma conquista cognitiva, emocional, moral e social;
8) constituem um desafio genuino e provocante que gera interesse e prazer. (valor: 5,0 pontos)

b) Se o primeiro jogador escolhe x, 1 < x <7, a soma passara a ser 32 + x. Essa soma esta compreendida entre 33 (inclusive) e
39 (inclusive). Bastara ao segundo jogador escolher 8 — x, 0 que é permitido porque 8 — x esta compreendido entre 1 (inclusive)
e 7 (inclusive), e anunciara a soma 32 + x + 8 — x = 40, ganhando o jogo. (valor: 5,0 pontos)

c) 32 é posigdo ganhadora, conforme exposto no item anterior. Raciocinio analogo mostra que s&o ganhadoras as posi¢cdes
24, 16, 8. O segundo jogador pode ganhar sempre, respondendo a cada escolha x do adversario com a escolha 8 — x.
(valor: 5,0 pontos)

d) Progressbes aritméticas. (valor: 5,0 pontos)

Questao 11
Padrao de Resposta Esperado
Nessa questéo, espera-se que o formando escolha uma estratégia e defenda coerentemente essa estratégia. Por exemplo:

» Uma possivel justificativa para o inicio do estudo da Geometria pelos objetos tridimensionais & que estes séo parte integrante da
realidade do aluno: ele lida com caixas, joga bola, usa latas, etc. A aprendizagem se torna mais facil ao lidar com objetos concretos
do que com abstragdes, as quais ndo devem preceder os exemplos concretos. A partir dai sdo introduzidas as figuras de dimenséo
menor como faces, arestas e vértices de poliedros, etc.

» A ordem de Euclides permite mais facilmente um encadeamento légico. Uma possivel justificativa para a ordem de Euclides é
que o aluno também lida com paredes, tampos de mesas, letras, etc. que servem como modelos concretos de conceitos abstratos.

(valor: 20,0 pontos)

Questao 12
Padrao de Resposta Esperado

a) Cabri (programa francés Cabri — Géometre), GEOPLAN, Geometer’s Sketchpad, Cinderella, Geometric SuperSupposer, Geometry
Inventor sao alguns deles. Em linhas gerais, cada um deles, de acordo com seus recursos, traga figuras como se usassemos régua
e compasso; permite a transformacgao de figuras, mantendo propriedades selecionadas e fornece medidas. (valor: 10,0 pontos)

b) Deverao ser indicadas duas vantagens, como por exemplo:
* seu carater exploratério;
« a facilidade de construir uma grande quantidade de exemplos, com escalas mais precisas;
« visualizagdo do resultado da aplicagcao de transformacdes. (valor: 5,0 pontos)

c) Podera ser apresentado qualquer dos exemplos a seguir.
“Num triangulo isésceles, a altura, a mediana e a mediatriz relativas ao lado diferente coincidem.”
“Em qualquer triangulo, as alturas relativas aos 3 lados se encontram num mesmo ponto”. Propriedades analogas para bissetrizes,
medianas e mediatrizes.
“Um quadrilatero com 4 lados congruentes pode nao ter os 4 angulos congruentes.”
“Um triangulo com os 3 lados congruentes tem, necessariamente, os 3 angulos congruentes.”
“Num plano, o lugar geométrico dos pontos cuja soma da distancia a dois outros & constante é uma elipse.” (valor: 5,0 pontos)




