"Matematica

A

NOTACOES
C: conjunto dos nimeros complexos.
R: conjunto dos ntimeros reais.
Z: conjunto dos ntimeros inteiros.
N={0,1,2,3,..}.
N"=(1,2,3,..}.
z: conjugado do numero z € C.
i: unidade imaginaria; 2 = -1.
arg z: um argumento de z € C \ {0}.
[a, b] ={xeR; a <x < b}.
la,bl={xeR;a<x<b).
@: conjunto vazio.
A\B={xecA;x¢B}.
x¢-uU\ X, paraXc U, U #d.
I: matriz identidade n x n.
A7l inversa da matriz inversivel A.
AT transposta da matriz A.
AB: segmento de reta unindo os pontos A e B.

m(AB) : medida (comprimento) de AB.

Questao 1

Seja z € C. Das seguintes afirmacoes indepen-
dentes:

2i22+5z —i

I. Se 0 = 5 5 , entdo
1+32°+2iz+ 32" + 22|
5 = 207 + 5z +i
1+322 -2iz+ 3z + 22|
II. Se z#0 e wzw , entao
1+20)z
o)< 2z| + 3v2
a \/g|z| ’
1+0)22 N n .
III. Se w = ———— , entdo 2 arg z + — é
43 + 41 847 12

um argumento de o.

é (sao) verdadeira(s):

b) apenas I e II.
d) apenas I e III.

a) todas.
¢) apenas II e III.
e) apenas II.

ETAPA

alternativa A
I. Verdadeira.
._2 =
Sew = 72212 '+52 ’2 , entdo
1+3z° + 2iz + 3|z|°+ 2| 2|

o (22%) + (52) - (i)
(1) +(32%) + (2iz) + (3|1z]°) + (2|z])

—2iz° +5z +i
= 3 — — , lembrando que
1+ 3z° - 2iz + 3|1z]° + 2|z|

1z| =1z].

Nota: temos 1+ 3z2 + 2iz + 3|z°+2|z| # 0,
pois Re (1 + 3z° + 2iz + 3|z|2+ 2|z|) =

=1+ 3|z|2+ 2|z|+ Re (322 + 2iz) e

|Re(3z° + 2iz)| < 1322 + 2iz| < 3|z + 2|z|.
Logol + 3z° + 2iz + 3|z|2+ 2|z| = 1, para todo
zeC.

Il. Verdadeira.

2iz +3i +3
a+2)-z

o] = [2iz + 3i + 3| < |2iz| +13i + 3| _

(2 + 2i) - 2| [T+ 2i-]z]|

2z + 3V2

G

Ill. Verdadeira.

Temos que:

1+i =~E(‘E+‘E/) =
= \/?(COS% +isen%) ;
43 + 4i =8(‘/2§ +lij =

Sezz0ew = , entao

2

( T n)
= 8| cos — + isen—
6 6

1+
e, portanto, ————— =

43 + 4i

= g(cos[% - %) + isen(% - %D =

_E(

T . T
8 COS*+IS€H7J.

12 12
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1+ I)ZZ xX-2 2(2x +1) 2x+5
Logomzm: =3 2 .3 2x =3 X =
X-2  2(2x+1) 2x+5
= ‘/8? (cosE+ lsen—j (|z|(cose+/sen9)) o 3—2 L _ 37)( -
N/?IZIZ n ) 1 @x—2+2(2x+1)=2x+5@
= ————|cos| 20+ — | +isen 20 + — ||,
) ( 12) ( 12) 2 2 X
onde © é um argumento de z. o —02X ~8=0 L, _ ooux=a4a
X #

Questao 2

O valor de y2 — xz para o qual os numeros

sen 12’ x, y, z e sen 75°, nesta ordem, for-
mam uma progressdo aritmética, é:
3% b2% 062 B2 o2 ‘4‘5

alternativa D

Seja r a razdo da PA (sen%,x,y,z,sen 750).

Deste modo, 4r = sen 75° — sen 15° <
75% —15° 759 +15°
& 4r = 2 - sen 2 - cos P =

A

4r = 2 -sen30° - cos 45° < r = 5
Portanto:

yz—x2=y2—(y—r)(y+r)=r2=(

= o5

Questao 3

Considere a funcio
f:Z\{0} - R,

f(x) — [336—2 (92x+1)1/(2x) _

A soma de todos os valores de x para os quais
a equacéo y2 + 2y + f(x) = 0 tem raiz dupla

(32x+5)1/x + 1

é:

a)0 b) 1 c)2 d) 4 e) 6

alternativa C

A equacgédo y2 + 2y + f(x) = 0 admite raiz dupla
se, e somente se, seu discriminante é nulo, ou
sea 2% -4-1-fx) =0 o f(x) =1 <

- /3)(—2 (92x+l)1/(2x) _ (32X+5)1/X +1=1¢

A soma pedida é -2 + 4 = 2.

Questao 4

Considere uma fungdo f:R — R n&o-cons-
tante e tal que
flx+y) = f(x)f(y), Vx,y € R.
Das afirmacoes:
L f(x)>0,Vx € R.
IL f(nx) = [f(x)]",Vx € R,Vn € N™,
II1. f é par.
é (sao) verdadeira(s):
b) apenas II e III.
d) todas.

a) apenas I e IL.
c¢) apenas [ e III.
e) nenhuma.

alternativa A

I. Verdadeira. Inicialmente, vamos mostrar que
f(x) # O para todo x € R.

Supondo, por absurdo, que f(a) =0 para
algum a € R, entdo, para todo x € R,
flx) = f(x —a) +a) = f(x —a) - f(a) = 0, ou seja,
f é constante, o que contraria uma das hipoteses
do enunciado.

Assim, para todo x real,

- 303)-[(2] o

Il. Verdadeira. Provaremos tal afirmacdo usando
oP.LF.:

® Para n= é
f(1-x) =f(x) = [f(X)]

e Supondo a afirmacdo verdadeira para k € N*,
f(tk +1) - x) = flkx + x) = f(kx) - f(x) =

=[0I - 1x) = [F)I .

Isso completa a demonstragé&o.

Ill. Falsa. Temos que f(0) = f(0 + 0) = f(0) - f(0)
< f(0) =1, pois f(x) > 0, para todo x € R.
Supondo, por absurdo, que f é par, ou seja,
f(x) = f(-x), entdo f(0) = f(x — x) =

=1f(x) - f(-x) & f(x) - f(-x) =1 & fP(x) =1 <
& f(x) =1, para todo x € R, o que contraria a hi-
pdtese de f ser ndo constante.

imediato que
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Questao 5

Considere o polinémio P(x) =2x + a2x2 +...+

+ a,x", cujos coeficientes 2, ay, ..., a, for-
mam, nesta ordem, uma progressio geomé-

trica de razédo ¢ > 0. Sabendo que —% é uma

raiz de P e que P(2) = 5 460, tem-se que o va-

2 3
lor de%éigual a:
q

5 3 7 11 15
a)— b) — c)— d) — e)—
) 4 ) 2 ) 4 ) 6 ) 8

alternativa C

Sendo (2, a5, ..., a,) uma PG de razéoq>0, te-
mosa, =2-q,as = 2 - qz, na,=2-q"L
Assim, P(x) = 2x + 2q - x? +2q 3+

n

+2q" "1 x o (@) -1

X —

gx -1
Como - ES é raiz de P, P( i)
2 2

o (2]
e

N\H

- \N\H

@(—i) -1=0¢& ij =1

2 2
n=0
ou

s |qg=-2 < qg=2ené par.
ou

(@ = 2ené par)

n_
Temos ainda P(2):5460@2.2.%:
=5460 < 2%"=4096 < n=6.
n?-q® 3-8 7
Logo = =L
7 q* 16 4

Questao 6

Dividindo-se o polinémio P(x) = O raxt+oa’+
+ cx+ 1 por (x — 1), obtém-se resto igual a 2. Di-
vidindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual
a 3. Sabendo que P(x) é divisivel por (x — 2),

tem-se que o valor de ab éigual a:
c

a) -6 b) -4 c)4 d)7 e)9

alternativa E

Pelo teorema do resto, temos:

P(1) =2
P(-1) =3 &

P(2) = 0
15+a-14+b-12+c»l+1:2

ol +a--0*+b- (-2 +c(-D+1=3
5 4 2

2 +a-2"+b-2"+c-2+1=0
a+b+c=0
sSla+b-c=3 &
l6a + 4b + 2c = -33
3
c=-—
2
S |2a+2b=3 S

16a + 4b + 2(—%) = -33

c=—£ a=-3
2 9
s |2a+2b =3 @b:?
8a+2b = - 3
c=-—
2
9
-3. =
Portanto@ = 2 _ 9.
c _3
2

Questao 7

Das afirmacoes abaixo sobre a equacgio
A+22+22+2+41=0 e suas solucdes no
plano complexo:

I. A equacgéo possui pelo menos um par de rai-
zes reais.

II. A equacédo possui duas raizes de médulo 1,
uma raiz de médulo menor que 1 e uma raiz
de médulo maior que 1.

IIL. Se n € N* e r é uma raiz qualquer desta

n
equagdo, entdo Y ‘L‘
k=1 3

é (sdo) verdadeira(s):
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b) apenas 1.
d) apenas III.

a) nenhuma.
c¢) apenas II.
e) apenas I e III.

alternativa D

4 3 2 z° -1
Z"+z27+z2°4+42z2+1=0 =0
z -1
2 -1=0 2% =1
=
z-1+#0 z#1

7% =cos0 +i-sen0
s

z#1

&z = cos% +isen%; k =1,2,30u4.

I. Falsa. Como sen% # 0, parak=1,2 3e4,

todas as raizes da equagdo sdo niimeros comple-
X0s n&o reais.
Il. Falsa. Para todas as raizes z da equagéo, |z| = 1.
Ill. Verdadeira. Sendo r uma raiz dessa equacgé&o,
n k
1 Logo Y 8
3 3 13

k i
(LJ __3 _1
=3 1772

temos que r
3

Questao 8

Seja k € R tal que a equacéo 2x3 +74% + 4x +
+ %k = 0 possua uma raiz dupla e inteira x; e
uma raiz xy , distinta de x;. Entéo, (& + x1)xg
éigual a:
a6 b-3 ol

d) 2 e)8

alternativa B

Sendo P(x) = 2x° + 7x% + 4x + k, uma raiz du-

pla de P(x) =0 também € vraiz de
P(x) =0 6x°+14x+4=0 o x =-2 ou
X = —%. Comox; € Z, x; = —2.

Das relag6es entre coeficientes e raizes,

Xp+ X+ Xp = -1 o x —_—7—2(—2)—i
1 1 2 > 2 > 5
Finalmente, sendo -2 uma raiz da equacgdo,

2.(-2°+7- (-2’ +4-(-2)+k =0
s k= -4,
Assim, (k + x;)xo =(-4 + (-2)) - % = -3

Questao 9

Considere o conjunto S = {(a, b)) e N x N :
a + b =18}. A soma de todos os nimeros da

!
forma& ,V(a,b)e S, é:
alb!

a) 8° mI 0¥  D1f e 12!

alternativa A

Temos
S={(a b):a=18-b,b e N,0<b< 18}
Assim, a soma de todos os ntumeros da forma

! 18 ,
i, (a, b)eS, éiguala __ 18

alb! »= (18 — b)!b!
3 (18] =218 = (23)% - g%,

b=0 b
Questao 10

O numero de divisores de 17 640 que, por
sua vez, sdo divisiveis por 3 é:
a) 24 b) 36 c) 48 d) 54 e) 72

ver comentario

Como 17 640 = 23 .32 .51. 72, os divisores de
17 640 que sao divisiveis por 3 sdo da forma
+22.30.5¢.79 onde 0<a<3;1<b<2;
0<c<leO=<sd=<2

Logo a quantidade pedida é 2-4-2-2-3=96.
Nota: o numero de divisores positivos de 17 640
que sdo divisiveis por3é 4-2-2-3=48.

Questao 11

Sejam A e P matrizes n X n inversiveis e
B =P 'AP. Das afirmacoes:

I. BT ¢ inversivel e BT)™ = (B71)T.

II. Se A é simétrica, entdo B também o é.
IIT. det(A — AI) = det(B — AD), VA € R.

é (sao) verdadeira(s):
a) todas.

c¢) apenas I e II.

e) apenas II e III.

b) apenas 1.
d) apenas I e III.

alternativa D

I. Verdadeira. det BT ) = det B=detP™! - A-P) =
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—det(P~l). det A-det P=—1— . det A - det P=
det P

= det A.

Logo, como A é inversivel, det(BT )#0e BT éin-
versivel.

Por outro lado, (B‘l)T -B" = (B- B‘l)T =T =1
Portanto (B™1)"T é a inversa de BT, ou seja,

Ty-1 -1yT

(B) =B").

Il. Falsa. Uma matriz A, , € simétrica se, e so-
mente se, AT = A.

1 1
Tomando-se a matriz A = (1 2] , Simétrica e in-

2 0
versivel, e a matriz P = (0 1) , inversivel, temos

Lo
queP™ =| 2 eB=Pl.A.P=
0 1
L 0 1 1 2 0 1 ES
=2 . . = 2 |. Como
0 1 1 2 0 1 2 2
1 2
B =| 1 # B, concluimos que B n&o é simé-
2

trica.
Ill. Verdadeira. Sendo A € R, det(B — Al) =

=detPt - A-P-ar-P1.pP=
=det(P™1 . (AP — \P))=det(P™1 . (A - AI) - P) =
=det P~ . det(A - Al) - det P =

-1 det(A — Al) - det P=det(A — \l)
det P

Questao 12

O numero de todos os valores de a € [0, 2],
distintos, para os quais o sistema nas incég-
nitas x, y e z, dado por

—4x+y — 6z = cos3a

x+ 2y — 5z = sen2a

6x +3y —4z = -2cos a,

é possivel e ndo-homogéneo, é igual a:

a)2 b) 3 c)4 d5 e) 6

alternativa A
X+ 2y —5z =senZa
-4x +y -6z =cos3a <
6x + 3y —4z = -2cosa

X+ 2y -5z =senZa

=3 9y — 26z = cos 3a + 4 sen 2a

-9y + 26z = -2cosa — 6 sen2a
O sistema é possivel se, e somente se,
cos 3a + 4sen2a = —(-2cosa - 6sen2a)
& cos3a—-2sen2a—-2cosa=0¢
< cos®a - 3senacosa - 4senacosa - 2cosa =0 <
& cos a(cosza - 3sen’a-4sena - 2)=0 <
= cosa(—4sen2a -4sena-1) =0
o —cosa@sena+1)? =0

1 I
& cosa=0 ou sena:—?@a=? ou
3n /m 1lm
a=-—oua=—oua==".
2 6 6

Além disso, o sistema é homogéneo se, e somen-

te se,
cos3a =0 3
senZa =0 ﬁa:%oua:—n.

2
-2cosa =0
Logo o sistema é possivel e ndo homogéneo se,

e somente se, a = m oua = % um total de 2

6
valores.
Questao 13
Para todo x € R, a expressao

[cos(2x)P[sen(2x) P sen x é igual a:

a) 274 [sen (2x) + sen (5x) + sen (7x)].
b) 274 [2 sen x + sen (7x) — sen (9x)].
¢) 274 [-sen (2x) — sen (3x) + sen (7x)].
d) 27 [-sen x + 2 sen (5x) — sen (9x)].
e) 274 [sen x + 2 sen (3x) + sen (5x)].

alternativa B

Para todo x € R,
[cos(2x)]2 . [sen(2x)]2 -sen x

= [cos(2x) - sen(2x)]2 -sen x

2
_ [M} senx =
2
= %4(4)() - sen(4x) - sen x =

4 2
2’3[sen(4x) - cos(3x) — sen(4x) - cos(5x)] =
_ 2_3[ sen(7x) + senx _ sen(9x) — sen x} _
2 2

_ sen(4x) |:COS(3X) - COS(EX):| _
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= 272 sen x + sen(7x) — sen(9x)].
Tomando x = % verificamos que as demais al-

ternativas sdo falsas.

Questao 14

Considere os contradominios das funcdes ar-
non

co-seno e arco-cosseno como sendo [— 5 ,E}

e [0, m], respectivamente. Com respeito a fun-

cao
nT 3n
:[-1,1] - [—— ,—},
/ 27 2
f(x) = arcsen x + arccos x,
temos que:

a) f é ndo-crescente e impar.
b) fnédo é par nem impar.

¢) f é sobrejetora.

d) f é injetora.

e) f é constante.

alternativa E

Dada a funcdo f:[-1;1] — {—% %t] tal que

f(x) = arcsen x + arccos x, fazendo-se x = sent,

te —%; %} temos f(x) = arcsen sent +
+arccossent =t + (£ - tj =T
2 2

Assim, f é uma funcdo constante e, portanto, ndo

L . n . 3n
é injetora nem sobrejetora em [— Ex 7} .
Além disso, Vx € [-1; 1], f(x) = f(x) = % , de onde

temos que f é par. Como f(—x) # —f(x), Vx € [-1, 1],
f ndo é impar.

Questao 15

Considere a familia de circunferéncias com
centros no segundo quadrante e tangentes
ao eixo Oy. Cada uma destas circunferéncias
corta o eixo Ox em dois pontos, distantes en-
tre si de 4 cm. Entéo, o lugar geométrico dos
centros destas circunferéncias é parte:

a) de uma elipse.

b) de uma parabola.

¢) de uma hipérbole.
d) de duas retas concorrentes.
e) da retay = —x.

alternativa C

Seja C = (x; y) o centro de uma das circunferén-
cias da familia.

Como a circunferéncia tangencia o eixoy, R = |X|.
Além disso, no tridngulo CMB, temos CM? + 22 =
=R o y?+22 = |xPeox?-y?=24

Assim, visto que C esta no segundo quadrante,
o lugar geométrico dos centros das circunferén-
cias da familia sdo os pontos da hipérbole

xZ - y2 = 4 situados no segundo quadrante.

Questao 16

A area do poligono, situado no primeiro qua-
drante, que é delimitado pelos eixos coorde-
nados e pelo conjunto

{(x,y)eR2 : 3x2+2y2+5xy—9x—8y+6=0},
é igual a:

a) /6 ¢) 242 d) 3 e) 10

5
b) 2
)2 3

alternativa B

3x? +2y2 +5xy -9 -8/ +6 =0 &
e 3%+ By - 9)x + (2y2 -8y +6) =0. Con-
siderando tal igualdade como uma equacdo na
varidvel x, A= (5y - 9)° —4-3-(2y? - 8y + 6) =
= +3)2 e3x? + 2y2 +5xy-9x-8y+6=
:3()(_ —(5y—9)+(y+3)j.

2.3

‘(X_—(5y—9)—(y+3)]:
2.3
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=B3x+2y-6)-x+y-1.
Logo3x2+2y2+5xy—9x—8y+6=0<:>

S Bx+2y-6)x+y-1)=0¢s
X+2y-6=0

= ou
X+y-1=0

e podemos esbocgar a re-

gido:

XxX+y—-1=0

Supondo, entdo, que ABCD é o poligono, sua
area é igual a diferenga entre as areas dos trian-
2-3 11 _ 5

2 2 2

gulos ABO e CDO, ou seja,

Questao 17

Sejam r e s duas retas paralelas distando
entre si 5 cm. Seja P um ponto na regifo in-
terior a estas retas, distando 4 c¢cm de r. A
area do triangulo equilatero PQR, cujos vérti-
ces @ e R estdo, respectivamente, sobre as re-
tasres, é igual, em cmz, a:

a) 3415 b) 73 ¢)5V6
d) % J3 e) % Ji5

alternativa B
Seja ¢, em cm, o lado do triangulo.
A Q

4 cm

matematica 7
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No triangulo APQ, temos cos 0 =% , € no triangu-

lo BPR, temos cos(120° - 6) :17 . Logo

c0s0 =4 cos(120° -0) <
& €050 =4(cos 120° cos6 + sen 120° senb) <

1 V3

& cos0=4| ——cosh + —send | &
2 2

& 3c0s0=2V3 semd =

J3

S tgo= -

Portanto AQ = AP -tg6 =4 g =2/3 cm e, as-
sim, (2 = 4% + (243)? = 28 cm?.
Conseqliientemente, a area do tridngulo PQR é
[Zf = 28;/5 = 743 cm?.

Questao 18

Considere trés poligonos regulares tais que
0s ntmeros que expressam a quantidade de
lados de cada um constituam uma progres-
sdo aritmética. Sabe-se que o produto destes
trés numeros é igual a 585 e que a soma de
todos os dngulos internos dos trés poligonos
é igual a 3 780°. O numero total das diago-
nais nestes trés poligonos é igual a:

a) 63 b) 69 c) 90 d) 97 e) 106

alternativa D

Sejamn—r,nen+r, comn,r naturais, n—r=3,
0s numeros de lados dos poligonos, respectiva-
mente. Temos:

(n —nn(n +r) = 585
(n-r - 2)180° + (n - 2)180° +
+(n+r - 2)180° = 3780°

(n-=rn(n +r) = 585
=

&
3n-6 =21
9 -1r9(9 +r) =585
= &
n=29
81-r2 =65
=3 =
n=29

r=4
n=29
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Assim, os trés poligonos tém 5, 9 e 13 lados e o nu-
56 -3  9(9-23)
+ > +

mero total de diagonais é

, 13013 - 3)
2

=5+27 +65 =97.

Questao 19

Considere o tridngulo isésceles OAB, com la-
dos OA e OB de comprimento V2 R elado AB
de comprimento 2R. O volume do sélido, obti-
do pela rotacdo deste tridngulo em torno da
reta que passa por O e é paralela ao lado AB,
é igual a:
a) LR
2

b) nR3 5 4?” R?

d) V2nR? e) V3nR>

alternativa C

Seja M o0 ponto médio de AB. Temos
oM? = 0A? - AM? = RV2)? -R? &

< OM = R. Assim, ao rotacionarmos o tridngulo
OAB em torno da reta r paralela a AB e que pas-
sa por O, obtemos um sdélido cujo volume é igual
ao de um cilindro de raio OM = R e altura
AB = 2R menos a soma dos volumes de dois co-
nes com raio da base OM = R e altura AM = R.
Portanto o volume procurado € igual a

aRZ.2R- 2. Lar? . R = AT R3,
3 3

Questao 20

Considere uma pirdmide regular de altura
igual a 5 ¢m e cuja base é formada por um
quadrado de area igual a 8 em?. A distancia
de cada face desta pirdmide ao centro de sua
base, em c¢m, é igual a:

o5y 56 48 d)%

3 9 5 e)V/3

alternativa B

A aresta da base da pir@mide tem medida igual a

J8 = 242 cm. p

2J2

O apdétema da base, OA, tem medida > =

=J2 cmeo apdétema da pir@mide, PA, tem medi-

da~(v2)? + 52 =27 = 3J3 cm. A distancia

OB de uma face lateral ao centro O de sua base
corresponde & altura relativa a hipotenusa do
triangulo retdngulo POA e é tal que PA - OB =

=0A-OP<3J3 -0B=V2 5o

56

< OB= 6 cm.
9

AS QUESTOES DE 21 A 30 DEVERAO
SER RESOLVIDAS NO CADERNO DE
RESPOSTAS ANEXO.

Questao 21

Sejam U um conjunto nao-vazio e A c U,
B c U. Usando apenas as definic¢oes de igual-
dade, reunido, intersec¢io e complementar,
prove que:

I.Se An B =, entdo B C AC.

IL B\A® = B A.

Resposta
NANB=0o(AxeU:xe AexeB) e
s(VxeUxeB=x¢e As
<:>(VXEU,X€B:>X€AC)<:>BCAC
) BIAC ={x e U:x e Bex ¢ A®}=
={xeU:xeBexe AA=Bn A



22

Determine o conjunto dos nimeros complexos
z para os quais o nimero
z+2z+2
J|z—1|+ lz+1] -3
pertence ao conjunto dos numeros reais.
Interprete (ou identifique) este conjunto geo-
metricamente e faca um esboco do mesmo.

Questao

w =

Resposta
Sejaz=x+Yyi;x, ye R.Comoz+zZ+2=2x+
z+2z2+2
Jz-11+|z+1|-3

<:>|z—l|+|z+1|>34:n/(x—1)2 +y2 +
+x +1)? +y? >3 o PF + PF, > 3, onde

P=(x;y), F;=(1;0) eF, = (-1, 0), 0o que define a
regido externa de uma elipse de centro (0; 0),
eixo maior 3, contido no eixo X, e distancia fo-
cal 2. Sendo b o semi-eixo menor, temos
2 2
b? = (ij - (é) ob= £ Assim, o con-
2 2 2
junto dos numeros complexos z = (x; y) para os

y2
2 2 1

X
(ijz +W >1 e
2
X y -

& — + =— > —, que graficamente pode ser
9 5 4 que g p

representado por

+2€R, temos w= eRs

quais we R satisfaz

y(Im(2))

)
mﬂb@@ x(Re(z))
(=5

23

Questao

Considere a seguinte situacdo baseada num
dos paradoxos de Zenao de Eléia, filésofo gre-
go do século V A.C. Suponha que o atleta
Aquiles e uma tartaruga apostam uma corri-

"ETAPA

i,

da em linha reta, correndo com velocidades
constantesvy evp , com 0 < vp < vy. Como a
tartaruga é mais lenta, é-lhe dada uma van-
tagem inicial, de modo a comecar a corrida no
instante ¢ = 0 a uma distancia d; > Ona fren-
te de Aquiles. Calcule os tempos ¢, &, 3, . . .
que Aquiles precisa para percorrer as distan-
cias dqy, dg, dg3, . . . , respectivamente, sendo
que, para todo n > 2, d,, denota a distancia

n-1
entre a tartaruga e Aquiles no instante 2 i,
k=1
da corrida.
Verifique que os termos ¢,, k=1, 2, 3, . . ., for-

mam uma progressdo geométrica infinita, deter-
mine sua soma e dé o significado desta soma.

Resposta
O tempo t, que Aquiles precisa para percorrer a
distancia d, ét, = —k_ . Nesse intervalo de tem-
Va

po, a tartaruga obtém uma vantagem de vt - ty,
ousea,dy,; =Vvr -t

:u:(v_r).tk_

Logot =
90 Ty 4 1 V4 V4

dk+1
v

t,, ...) é uma pro-
VT

infinita de razao ,
Va

Assim, a seqliéncia (t; , t5 , ...,

gressdo geométrica

% L d
0 < =L < 1, e primeiro termo t; = —L-.
Va Va

k-1
v
Conseqlientemente, t,, = t; (_T] =

Va
k-1
_9 (vr
Va \Va .
A soma dos termos da seqtliéncia é
d;
v d L. .
A = L e é igual ao intervalo de tem-
1_VT  Va-Vvr
Va
po necessdrio para que Aquiles alcance a tartaru-
ga.

Questao 24

Mostre que toda funcao f:R \ {0} —> R, sa-
tisfazendo f(xy) = f(x) + f(y) em todo seu
dominio, é par.
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Resposta

Para todo x € R*, temos:

) — f(-x) = f((-x) - (-1)) - f(x - (-1)) =

= [f(=x) + f(-1)] = [f(x) + {(=1)] = f(-x) - f(x).
Logo f(x) = f(-x), ou seja, f é par.

Questao 25

Sejam a, b, ¢ e d constantes reais. Sa-
bendo que a divisédo de P(x) = s ta®+b por

Pyx) = x? + 2x + 4 é exata, e que a divisdo de
P3(x)=x3+cx2+dx—3 por Py(x) = x® —x+ 2
tem resto igual a -5, determine o valor de
a+b+c+d.

Resposta

Temos:

x* +0x3 + ax? +0x+b | xZ2 +2x+4

—x* = 2x% - ax? x2 - 2x +a

2x3 +(@a-49x% +0x +b

2x% + 4x? + 8x
ax? +8x +b
—ax? — 2ax — 4a

(8 —2a)x + b - 4a
Como a divisdo é exata,

8-2a=0 a=4

‘b—zxa:o‘:’ b=16

Temos também:

X+ ox? + dx-3 x2 - x+2
<%+ x? - 2x X+c+1

(c +l)x2+ (d-2)x-3

—(c +1)X2 +(c+1)x-2¢c-2

(c+d-1)x —2c -5
Como a divisdo tem resto igual a -5,

c+d-1=0
-2c-5=-5

d=1
c=0"

Logoa+b+c+d=4+16 +0+1= 21

Questao 26

Sejam a, b, ¢ e d numeros reais nao-nulos.
Exprima o valor do determinante da matriz
bed 1 a d
acd 1 b b
abd 1 ¢ ¢
abe 1 d d*

na forma de um produto de ntimeros reais.

Resposta
Temos
bed 1 a a° abcd a a° a
acd 1 b b?|_ 1 |abed b b® b°| _
abd 1 ¢ c¢?| abed |abed ¢ ¢? ¢°
abc 1 d d? abcd d d? d°
1 a a2 a° 1 1 1 1
_abed 1 b b b _|a b ¢ d
abcd |1 ¢ 2 2 a2 b? c¢? d?|’

que é um determinante de Vandermonde cujo va-
loré(b-a)-(c-a)-(d-a)-(c-b)-(d-b)-
- (d -c).

Questao 27

Encontre todos os valores de a € }—% s —[
para os quais a equacéo na varidvel real x,

X X
arctg[\/g -1+ 82] + arctg[\/g -1- 62] = a,
admite solugao.

Resposta

n.m eX
Como ae |-——; —|,arctg| V2 -1+ — |+
e} 2 2[ g[ 2)
eX
+ arctg| V2 —1—7 =a e
eX
< tg| arctg| N 2 —l+7 +

X
+ arctg[\/? -1- 92]] =lga<e
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X X
\/?—14'67""\/?—1—67

= =lgas
I VB Rl
2 2
er
o 22 -2 = 1_(‘/?_1)2+T tga o
eZX

e 22 -2-(-2+2J2)ga=
422 -2)(1-tga) =e® tga (x)
Como 4(2\/> - 2) > 0, a equagdo (*) admite so-
tga =0
lug&o se, e somente se,| 1 — tg a 20
tg a

<:>0<tga<1<:>0<a<%.

‘lgae

Questao 28

Sabe-se que wuma elipse de equacgido
2 2

x—2 + y—2 =1 tangencia internamente a cir-
a b

cunferéncia de equacéo 2+ y2 =5e que a
reta de equacéo 3x + 2y = 6 é tangente a elip-
se no ponto P. Determine as coordenadas de P.

Resposta

Como areta de equacdo 3x + 2y = 6 <

X y . . =
=3 > + 3" 1 tangencia a elipse de equacao
X2 y?
— t+to5 =1eesta tangencia internamente a
a b
circunferéncia dada por x° + y? = 5, a situacdo

descrita pode ser representada por:

y

\ (0; 3)

ETAPA
2 2
pr ot
Assim, b =5 e| @ tem solugdo tni-
X .y
— +—=1
2 3
caP=(xy)
il
2 375
Entéo—z + =1
5

=3—£~§=£,ouseja,P=(§;£).
2 9 3 9 3

Questao 29

Considere um quadrado ABCD. Sejam E o
ponto médio do segmento CD e F um ponto
sobre o segmento CE tal que m (BC)+m (CF)

= m (AF). Prove que cos o = cos 2f3, sendo os
angulos oo = BAF e =EAD.

Resposta
A B
o
p
[ [
0+ X
-1 ’ ]
D E F x C

N =
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Sejam ¢ a medida do lado do quadrado e x a me-
dida de CF. Entéo DE:% , BC+CF=AF &

S AF=/+xeDF=/-x.
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao AADF, temos
AFZ =DF? + AD? & (1+x)° =(1- x)° +1° &

& ¢ = 4x. Como AB // CD, m(DFA) = m(BAF) =

; DF (-x 3x 3

e assimcoso=——= =X _2
AF r+x 5x 5

No AADE, cos[_%:ﬂ:#:i e
AE 2 w722 5
3

portanto cos (2p) =2 cos? B-1= ri

Logo cos o= cos (20).

Seja ABCD o tetraedro cujos vértices sdo 0s
centros das esferas e seja AG = h a sua al-
tura. Como G é o centro da face BCD, temos

CG = 2. 2R£ = 2J3R . Logo, aplicando o
3 2 3
Teorema de Pitagoras ao triangulo ACG, temos
2
h? +(2;{§R] =@2R? o h = ZR;/E .

A distancia do centro do tetraedro ABCD a cada
. h _ RJ6

uma de suas faces é Vi

A distancia entre faces paralelas do tetraedro

ABCD e do tetraedro que circunscreve as esferas

é R. Assim, os centros dos dois tetraedros coinci-

dem e, portanto, a distancia do centro a cada face

do tetraedro que circunscreve as esferas é

R6

+ R.

Questao 30

Quatro esferas de mesmo raio R > 0 sdo tan-
gentes externamente duas a duas, de forma
que seus centros formam um tetraedro regu-
lar com arestas de comprimento 2R. Determi-
ne, em func¢éo de R, a expressdo do volume do
tetraedro circunscrito as quatro esferas.

Resposta

A

6
Como os tetraedros sdo semelhantes, sendo V o
volume desejado temos:

RV6
v | R e )
Vascp RV6 = ¢
6

Visto que o volume do tetraedro ABCD é

1, (RPV3 _ 1 2rRV6 4R*V3 _
3 4 3 3 4

3
=¥,temos

3
(*)@v=(1+«/5)3¥=

R®.2J2(19+9V6)
3 .



