"Matematica

A

NOTACOES
C: conjunto dos nimeros complexos.
Q: conjunto dos nimeros racionais.
R: conjunto dos ntimeros reais.
Z: conjunto dos numeros inteiros.
N={0,1,2,3,..}.
N*={1,2,3,..}.
i: unidade imaginaria; 2= -1
z=x+1y,x,yeR.
z: conjugado do ntmero z, z € C.
| z]: médulo do nimero z, z € C.
[a, bl ={xeR;a <x<b}.
la,bl={xeR;a<x<b}.
(: conjunto vazio.
A\B={xecA;x¢B]}.
n(U): numero de elementos do conjunto U.
P(A): colegao de todos os subconjuntos de A.
fo g: funcdo composta de f com g.
I: matriz identidade n x n.
A7l inversa da matriz inversivel A.

AT: transposta da matriz A.
det A: determinante da matriz A.

AB: segmento de reta unindo os pontos A e B.

~
AB: arco de circunferéncia de extremidades A
e B.

m(AB) : medida (comprimento) de AB.

Questao 1

Considere as seguintes afirmacgdes sobre o
conjunto U=1{0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}:
I.pecUen(U)=10.

II. 0 cUen(U) = 10.

II.5eUe {5} cU.

Iv.{0,1, 2,5} n {5} =5.

Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadei-
ra(s)

a) apenas I e III.

b) apenas Il e IV.

c¢) apenas II e III.

d) apenas IV.

e) todas as afirmacoes.

ETAPA

alternativa C

Com relagdo ao conjunto U, temos que @ ¢ U,
dc U, nU)=10, 5¢ U, {5} c U. Temos ainda que
{0, 1, 2, 5} n {5} = {5}.

Logo apenas as afirmacgdes Il e lll sdo verdadei-
ras.

Questao 2

Seja o conjunto S ={re@:r>0e 2 < 2}
sobre o qual sdo feitas as seguintes afirma-
coes:
I 5 eSe 7 e S.

4 5

Lixe R:0<x<+2)n S =0.

I V2 € S.

Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadei-
ra(s) apenas
a)lell

dI

b) I elll
e) II

c) I eIlIl

alternativa D

S={reQ :rz0e

2<2)=freQ:0<r<+J2}

Analisemos, agora, as afirmacgdes:

, (5)2 _25 (1)2 _49
4 16 5 25

% eS e% € S, ou seja, | é verdadeira.

ll{ixeR: 0<x<2}nS=

=fxeQ:0<x<J2}=5S

Como S # 0, Il € falsa.

Ill. Temos que J2 ¢ Q, portanto J2 ¢ Sellléfa-

sa.

Assim, apenas | é verdadeira.

<2 <2. Logo

Questao 3

Seja oo um numero real, com 0 < o < 1. Assina-
le a alternativa que representa o conjunto de

2x
todos os valores de x tais que o?* (—) <1l

Jo

a) |=o0, 0] U [2, +o b) —eo, O[UI2, +co
¢ 10, 2] d) J-e0, O
e) 12, +od
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alternativa C

Como € R, 0<a < 1, temos

1 2x2
2x 2x —-X
a | ——= <ls o o
(VOC)

2
s X <l e2x-x2>0e

SX - X-2)<0s0<x<2.
AssimV =]0; 2[.

2
<l

Questao 4

Considere a funcdof: R — C, f(x) = 2cos x +
+ 2i sen x. Entdo, Vx, y € R, o valor do produ-

to f(x)f(y) é igual a

a)f(x+y) b) 2f(x + y)
) 4if(x+y) d) f(xy)

e) 2f(x)+ 2 f(y)

alternativa B

Temos f(x)=2 cos x+ 2isen x e f(y)=2 cos y +
+ 2iseny.

Assim, f(x) - f(y) = 4 cos x cos y + 4i sen x cos y +
+4isenycos x—4senxseny<

o f(x)- f(y) = 2[2 cos(x+ y) + 2i sen(x + y)] &

< flx)-fiy)=2fx+y).

Questao 6

[ox (.2 -1
Seja x € R e a matriz A = 2" @+ .
2°  logy 5

Assinale a opcao correta.

a) Vx € R, A possui inversa.

b) Apenas para x > 0, A possui inversa.

¢) Sédo apenas dois os valores de x para os
quais A possui inversa.

d) Nao existe valor de x para o qual A possui
inversa.

e) Para x = logy 5, A néo possui inversa.

alternativa A

A matriz A é inversivel se, e somente se,
detA =0 2% log,5 - 2% - (x? +1) 1 20 &

@2"(/0g25— )#0@

1
x2 +1

o #1l0g,5 < x? +1+#l0gs2 <

xZ +1

e x? #logs2 -1 x2 # log5§ ()
Como log5§ <0, a expressdo (*) é verdadeira

VX e R.
Portanto a matriz A possui inversa, Vx € R.

Questao 5

Considere 12 pontos distintos dispostos no
plano, 5 dos quais estdo numa mesma reta.
Qualquer outra reta do plano contém, no
maximo, 2 destes pontos. Quantos tridngu-
los podemos formar com os vértices nestes
pontos?

a)210 b)315 c¢) 410 d)415 e)521

alternativa A

Um tridngulo é determinado por 3 pontos néo coli-

(12 12 -11-10
neares. Ha =
3 3-2-1

escolher um subconjunto de 3 dos 12 pontos da-
) (5) 5.4.3
dos, porém 3 =

= 220 maneiras de

= =10 desses subcon-

3.-2-1
juntos sdo formados por pontos colineares. Logo
podemos formar 220 — 10 = 210 tridngulos com
Vértices nesses pontos.

Questao 7

Considerando as funcoes
arc sen: [-1, +1] — [-/2, /2] e
arc cos: [-1, +1] — [0, «],

. 3 4
assinale o valor de cos| arcsen 3 + arccos =)

a)i

7 1 9 5
b) - 1 92 5
25 25 93 AT

alternativa B

[rsen -+ acas ) o arcsen )
Cos| arcsen — + arccos — |= cos| arcsen — | -
5 5 5

'cos(arccosi) - sen(arcsen i) :
5 5
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Questao 8

Considere um poligono convexo de nove la-
dos, em que as medidas de seus angulos in-
ternos constituem uma progressio aritmética
de razdo igual a 5°. Entdo seu maior angulo
mede, em graus,
a)120 Db)130 c¢) 140

d) 150 e) 160

alternativa E

Sendo oo 0 menor dos &ngulos internos do poligo-
no convexo de nove lados, sabendo que as medi-
das de seus angulos internos constituem uma PA
de razéo igual a 5°, a soma dos angulos internos
é igual a soma dos 9 elementos da PA de primei-
ro termoo. e razdo 5°. Entdo

[(x+((x+8-5°)

> )9:(9—2)-1800@

& (0 +20°)-9=7-180° < o =120°
Assim o maior angulo do poligono mede
o+8-5%=120° + 40° =160°.

Questao 9

O termo independente de x no desenvolvi-

12
e 3¥x 5x )
mento do binémio -3 é
5x 3Jx

a) 729 Y45 b) 972 ¥15 ¢) 891 ?i/g
d) 376 % e) 165 375

alternativa E

O termo geral do desenvolvimento do binémio é

12-p
(1) [ [3¥x (L[5 Y _
P p 5x 3x
2-(12-p)

1
_(22) |3-x3 | 5x 3
p 5x 1

6-£  _1,,_ P p
:(12)(£) z 312 p).(_£)3.xﬁz
p) \5 3
6-2 P ,E
()] e
p 5 3

O termo T,,; € independente de x quando
—4+g=0@p=8.Assim,

o= (& ()

2
_12.11:10.9 (2)3 -165¥75 é o termo
4.3.2-1 3
procurado.

Questao 10

Considere as afirmacgoes dadas a seguir, em
que A é uma matriz quadradan x n,n > 2:
I. O determinante de A é nulo se e somente
se A possui uma linha ou uma coluna nula.
II. Se A =(a;;) é tal que a;; =0 parai > j, com
i,j=1,2,...,n,entdo det A = aq1a99...a,,.

III. Se B for obtida de A multiplicando-se a
primeira coluna por v/2 +1 e a segunda por
V2 -1, mantendo-se inalteradas as demais
colunas, entdo det B=det A .

Entéo, podemos afirmar que é (sdo) verdadei-
ra(s)

a) apenas II.

c) apenas [ e II.
e) todas.

b) apenas III.
d) apenas II e III.
alternativa D

11
I. Falsa, pois A = [1 1] n&o possui linha ou colu-

na nula, masdetA=1-1-1-1=0.

l[a; a, a3 ap |

0 ayp ap azn

Il. Verdadeira, pois A=| 0 0 ag3 asp
: : : : |

[ o o0 0 annJ

é uma matriz triangular, e seu determinante é
dado pelo produto dos elementos de sua diagonal
principal, isto é, det A = a;; - @y, - 833 ... @y -
Ill. Verdadeira, pois det B = (\E +1) (\E -1)-
-det A = (2 —1)det A = det A.
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Questao 11

Considere um cilindro circular reto, de volu-
me igual a 360n cm3, e uma pirdmide regu-
lar cuja base hexagonal estd inscrita na base
do cilindro. Sabendo que a altura da pirami-
de é o dobro da altura do cilindro e que a
area da base da pirdmide é de 543 cm2, en-

tdo, a drea lateral da pirdmide mede, em

2
cm”,
a) 181427 b) 27/427 ¢) 364427
d) 1083 e) 45427

alternativa A

A base hexagonal da pirdmide esta inscrita na
base de um cilindro de raio R e sua drea é

2
5443 cm?, isto 6,6 % 4‘/§ —54J3 oR? =36

S R=6cm.
O cilindro tem altura h e volume 360r cm® , isto &,
n-36-h=360n < h=10 cm.

Agora, observe a figura a seguir, onde AOB é um
tridngulo eqtiilatero:

\Y
1
/
/
/
/
/
/
/ \
II \\
/ 2h \
/ \
/ \
AL\ _
// N
// \\
7 N
/// \\\
o B
R M
A RV3
2

No triangulo VOM, retangulo em O:

2
VMZ = OM? + VO? = VM2 = (R‘fj + (2h)? =

2
=(6‘25) +(2-10)? & VM =427 cm

£

A éarea lateral da pir@mide é 6 - l AB - VM =

:6,é.g.m:13 427 cm?.

Questao 12

O conjunto de todos os valores de o,
O lr tais que as solugoes da equa-
22l
céo (em x)
x* —%x2+tgoc =0
sdo todas reais, é

T [ n =]
)|~ 59] Ry
[ n =] [, =]
Ay D10, |
[n =]
12 3]

alternativa D
como x* - 448 x? + tgo. =0 &

y2—4v48y+tg(x=0

y=x

¢do dada sdo todas reais se, e somente se, a
equacéo y2 — 448y +tga. =0 admite apenas
solugbes ndo negativas. Isso ocorre se, e somen-
te se,

, as solucbes da equa-

A0
5500 (—4«/48)2—4-1-tga20@
P >0 tgo. >0

© 0 <tgo <3 ()

Sendoo. € ]—% g[ (x)

Questao 13

Sejam as funcoes f e g definidas em R por
flx) = x + ox eglx) = 2+ Bx), em que o e B
séo numeros reais. Considere que estas fun-
coes sao tais que

f g
Valor Ponto de Valor | Ponto de
minimo minimo | mdaximo | mdximo
9
-1 <0 1 >0
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Entéo a soma de todos os valores de x para os
quais (fog) (x) =0 é igual a
a0 b) 2 04

d) 6 e)8

alternativa D

Sendo f(x) = xZ + ax com valor minimo igual a
—1 e ponto de minimo negativo, temos:

~(@?-4.1.0 __, e roue - 2)
u4‘1 o>0 <
_2.1<0
So=2

Sendo g(x) = -x? - Bx com valor maximo igual a

9 - y ,
2° ponto de méaximo positivo, temos:

“(B°-4-(-1)-0 9

4.(-1) 4
-8 _,
2 (-1)
(B=-30up=3)
B<0 ep=-3

Entéo f(x) = X2 + 2x=x(x+2) egx) = —x? +3x.
Logo(feg)(x) =0 < f(g(x)) =0 <
<gx) - [gx) + 2] =0=9(x)=00ugx) + 2=0<

-x2 +3x=0
& ou o

X% +3x+2=0

x=0o0ux =3
= ou

3 V17

X==+
2 2

_ 17
2

3
ouXx =—
2

A soma de todos os valores de x para os quais
(fog)x) =0é6.

Questao 14

Considere todos os nimeros z =x + i y que tém
médulo 7 /2 e estdo na elipse x + 4y2 = 4.

Entéo o produto deles é igual a

02 PGB 92 oy
9 16 25 7

alternativa B
O conjunto dos numeros complexos z = x + iy,

X e R ey eR, que tém mddulo g e estdo na
elipse x? + 4y? = 4 é a intersec¢do da circunfe-

. . N7 ,
réncia de centro na origem e ralo 7 com a ellp-

2
sex? +4y? =4 o (g) +y? =1de centro na

origem e eixo menor de medida 1 sobre o eixoy.

y
%ka\
X
z, Z4

Como os centros estdo na origem e o eixo menor
da elipse é menor que o raio da circunferéncia,
por simetria, ha 4 interseccbes z;, 27,25 ,2Z5 .
Logo o produto de tais nimeros é
27-21-25-25 =

2 2
|z, 122 = [ﬁ) ) (‘/7] _49

2 2 16

Questao 15

Para algum ntmero real r, o polinémio
8x3 — 4x% — 42x + 45 6 divisivel por (x — r)2.
Qual dos numeros abaixo estd mais préximo
der?

a) 1,62
d) 1,32

b) 1,52
e) 1,22

c) 1,42

alternativa B

Pelas condi¢bes dadas, r é uma raiz dupla de P(x) =
=8x% — 4x? - 42x + 45, ou seja, r é uma raiz da
derivada de P(x), P'(x) = 24x° — 8x — 42.
ComoP'(x)=0 & 24x° - 8x - 42 =0 &

3 7 .
er= ?ou r= e basta verificarmos qual

desses valores é raiz de P(x).



ITA

matematica 6

ETAPA

Assim, a partir de

8 -4 -42 45

| 8 8—30H0,

podemos concluir que r =% =1,5, que esta mais

proximo de 1,52.

Questao 16

Assinale a opc¢do que representa o lugar geo-
métrico dos pontos (x, ¥) do plano que satisfa-
zem a equacao

rx2 + y2 x oy 11
det 40 2 61 =288.
4 2 0 1
34 5 3 1
a) Uma elipse.
b) Uma parabola.
¢) Uma circunferéncia.
d) Uma hipérbole.
e) Uma reta.
alternativa C
Aplicando Chid,
X2 + y2 x y 1
40 2 6 1 - 288
4 2 0 1
34 5 3 1
x? +y2 -34 x -5 y-3
o (-4 40-34 2-5 6-3|=
4-34 2-5 0-3
x2+y2—34 XxX-5 y-3
=288 & 6 -3 3 =288 <
-30 -3 -3
x2+y2—34 x-5 y-3
& (-3)(-3) -2 1 -1 |=288e
10 1 1

o x? +y2 —-34-10(x-5)-2(y —-3)-10(y -3) +
+x? +y2 -34+2x-5)=32

e x? +y2 —-4x -6y -12 =0

o (x - 22 + (v - 3)? =52, que representa uma
circunferéncia de centro (2; 3) e raio 5.

Questao 17

A soma das raizes da equacdo z° + 2% — | z|2 +

+22=0,z € C éigual a

a) -2 b) -1 c)0 d)1 e) 2

alternativa A

Lembrando que, paraze C, |z |2 =z-z, e sendo

3

z=a+bi, a, breais, z +22—|z|2+22:0<:>

=z°%+2° —z~2+22:0<:>z(22+z—2+2):04:>
oz=00uz?+z-7+2 =0
@z:Oou(a+bl)2+a+bi—(a—b/)+2:0<:>

& z=00ua’ -b? +2+ (2ab + 2b)i =0 <

a2 -p’+2=0

<z =00u <z =00u
2ba+1) =0

a?-b?+2=0
<z =00u
(b=0o0u a=-1)
(a=-leb=+3)ou(a=-leb=—3) =
o z=00uz=-1++3iouz =-1-+3i
Logo a soma das raizes da equacdo dada é

0+(—1+\/51)+(—1—\/§/):—2.

Questao 18

Dada a equacéao S+ m+Dx%+(m+9x+
+9 = 0, em que m é uma constante real, consi-
dere as seguintes afirmacoes:

I. Se m € ]-6, 6] , entdo existe apenas uma
raiz real.

II. Se m = -6 ou m = +6, entdo existe raiz
com multiplicidade 2.

III. Vmm € R, todas as raizes sio reais.

Entéo, podemos afirmar que é (sdo) verdadei-
ra(s) apenas
a)l b Il oIl

d)IIelll e)lell

alternativa E
x3 +(m+l)x2 +(M+9x +9=0<
@x(x2+mx+9)+(x2+mx+9)=0<:>
@(x+l)(x2 +mx +9) =0
x=-1

= ou

x2 +mx+9=0
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Assim:

. Verdadeira. Para me]-6;6] a equacdo
x2 +mx+9=0tem A=m? —36 <0 e, neste
caso, a equacgéo inicial possui apenas uma raiz
real igual a —1.

Il.  Verdadeira. Para m=-6 a equacdo
x2 -6x+9=0 possui uma raiz dupla igual a 3 e
para m=6 a equacdo X2 +6x+9=0 possui
uma raiz dupla igual a —3.

lll. Falsa. Ja vimos no item | que, para
me ]-6; 6[, a equagcdo tem apenas uma raiz real
simples.

Questao 19

Duas circunferéncias concéntricas C; e Cq
tém raios de 6 cm e 6+/2cm, respectivamente.
Seja AB uma corda de Cy , tangente a C; . A
4drea da menor regido delimitada pela corda
ABe pelo arco AB mede, em cmz,
a)9(n -3 b) 18(n + 3)

d) 18(w + 2 e) 16(x + 3)

¢) 18(n — 2)

alternativa C

Como a corda AB é tangente a circunferéncia Cy,
entdo m (A Tb) =90°. No tridangulo retangulo OTA,
temos cos (AOT) = 6 _N2
6J2 2
Analogamente, m (BOT) =45°.
Assim, o menor setor circular AOB tem angulo cen-
tral de medida m (AOB) = m (AOT) + m (BOT) =
=90°. A drea pedida é a diferenca entre a drea do
setor AOB e a area do triangulo AOB, ou seja:

n-(6v2)°  (6v2)(6¥2) _
4 2

& m (AOT) =45°.

18(n — 2)cm?

Questao 20

A 4rea total da superficie de um cone circular
reto, cujo raio da base mede R cm, é igual a
terca parte da drea de um circulo de didmetro
igual ao perimetro da sec¢do meridiana do
cone. O volume deste cone, em cm®, é igual a

a) nR® b) 2R o —=R®
V2
dnBR o)~ R?
J3
alternativa E
Sendo g a geratriz do cone:
2
nR? +nRg:i~n~(M) &
3 2
S3RR+9=R+g°=2R=9g
g g
o
A altura do cone é h = g2 - R? =43R? =

= «/§R cm.

Logo o volume do cone, em cm®, é:
i-1r<R2-\/§~F\’— nR’
3 V3

Questao 21

Seja A um conjunto nao vazio.

a. Se n(A) = m, calcule n(P(A)) em termos de
m.

b. Denotando P1(A) = P(A) e P**1(A) =

= P(Pk(A)), para todo nimero natural 2 > 1,
determine o menor £, tal que n(Pk(A)> 65000,
sabendo que n(A) = 2

Resposta

a) Selama; ,a, ,asz, ..., 8, 0s elementos de A,
A’ um subconjunto qualquer de A e a m-upla orde-
nada (f(a;),f(a,) ... ,f(ay,)) tal que:

fg) =0seaqg ¢ A’

J=1,2, ..., m.
f(g) =1seag € A’
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Assim, como para cada subconjunto de A corres-
ponde uma unica m-upla e para cada m-upla cor-
responde um unico subconjunto de A, o numero

de subconjuntos de A é igual ao numero de
m-uplas. Portanto:

nPA) =2-2.2=2"

m vézes
b) Temos:
n(Pl(A)) = n(P(A)) = onA) _ 52 _ 4
n(P2(A) = n(P(P*(A)) = 2"P' @) — 24 16
n(P3 (@A) = n(PpP?(A) = 2"PZA) = 216 _
= 65536 >65 000.

Portanto o menor k € N tal que n(Pk (A)) = 65 000
ék =3.

Questao 22

Uma caixa branca contém 5 bolas verdes e 3
azuis, e uma caixa preta contém 3 bolas ver-
des e 2 azuis. Pretende-se retirar uma bola
de uma das caixas. Para tanto, 2 dados séo
atirados. Se a soma resultante dos dois dados
for menor que 4, retira-se uma bola da caixa
branca. Nos demais casos, retira-se uma bola
da caixa preta. Qual é a probabilidade de se
retirar uma bola verde?

Resposta

Sendo S o conjunto dos resultados possiveis no
langcamento de 2 dados, n(S) =6 - 6 = 36 e ape-
nas os 3 pares (1, 1), (1, 2) e (2; 1) pertencem a S
e tém soma menor que 4. Logo a probabilidade de

a bola retirada ser da caixa branca é 3 = i ,ea
36 12
- . 1 11
probabilidade de ser da preta é1 — — = —.
12 12

Para a caixa branca, a probabilidade de escolher

uma bola verde é = g Para a caixa preta,

5+3
tal probabilidade é —>— = >-.
3+2 5
Conseqlientemente, a probabilidade de se retirar
.1 5 11 3 289
uma bola verde é — - — + — - — = ——.
12 8 12 5 480

Questao 23

Determine os valores reais do pardmetro a

para os quais existe um namero real x satis-

2

fazendo v1 — x“ > a — x.

Resposta

\/l—xz >2a-X &

(a—XZOel—XZ 2(a—x)2)
S ou =3

(a-x<0el1-x%>0)

(xSae2x2—2ax+a2 -1<0)
= ou
x>ae-1<x<1)

Se a < 1, a inequagdo admite solucéo.
Se a > 1, sendo o ponto de minimo da fung&o
quadrdtica f(x) =2x? —2ax +a° -1 igual a
_-2a -2 a, a inequagdo dada admite solu-
2.2 2
¢do se, e somente se, o valor minimo de f(x) é
menor ou igual a zero, ou seja, quando
(-2a)? —4.2 - @ -1)
4.2
sa’-2<0ea>lol<as<y2.
Logo a inequagdo admite solugdo se, e somente
se, a<+2.

<l0eaz2ls

Questao 24

1+ 59 n 9
Sendo z = , calcule z 2 =|lz+ 2"+
\/5 n=1
+22 4.4 260|.
Resposta

T b4

V2 |cos— + isen—
1+ ( 4 4)

Temos z = = =

V2 v2

=1 (cos% + isen %) =|z|= 1. Portanto:

S | 2 ~1)|_1z112% -1

=i z -1 ‘ |z =1
003(60 - 1) + isen(60 . i) -1

=1. 4 4 —

‘ 1+

7z ‘1‘
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Questao 25

Para b > 1 e x > 0, resolva a equagdo em x:
(2x)logb 2 (3x)10gb 3 _ 0.

Resposta

Para b >1 e x>0, temos:
(Zx)logbz _ (3X)/09b 3 0 (3X)/09b3 — (2X)/Ogb2 o
& 109, (3%)°93 = Jog), (2x)°9? <
< logy3 - (logp3 + logpx) =
=log,2 - (logp2 + logpx) <
& (logp3 - logp2) - logpx =
= (log2)? - (logp3)° <
(logp 2 — logy3)(logy 2 + logy3) o
(logp3 — logp 2)
1

& logyx = —l0gy6 = logy61 < x =671 = 5

& logpx=

Questao 26

Considere a equacéo 3 +3x% —2x+d =0,
em que d é uma constante real. Para qual va-
lor de d a equacao admite uma raiz dupla no
intervalo ]0,1[ ?

Resposta

Sejam P(x) = x® + 3x? - 2x +d er uma raiz du-
pla de P(x) pertencente ao intervalo JO; 1. Entao r
é uma raiz da derivada de P(x) e 0 <r < 1, ou
seja:
32 +6r-2=0

o

O<r<l1
-6 + /60 -6 — V60
r= our=
= 6 6 =
O<r<l1
-3 + 15
S r=——+

3

Como r é raiz de P(x), utilizando o algoritmo de
Briot-Ruffini:

—3+N15 | 3 » p
3
P 6+15 -7 +415 36—10«/1?+d
3 3 9
PortantoM+d:0@d :Mf_%

Questao 27

Prove que, se os angulos internos o, 3 e y de
um tridngulo satisfazem a equacéo

sen(3o.) + sen(3P) + sen(3y) = 0,
entdo, pelo menos, um dos trés angulos o,
ou y é igual a 60°.

Resposta

Sendo a, B e y medidas dos angulos internos de
um tridngulo, o. +B +vy =180°, o >0°, B>0° e
v >0°.
Assim,
sen(3a.) +sen(3B) +sen(3y) =sen(30.) + sen(3p) +

+sen(3(180° - o. — B)) = sen(30,) + sen(3p) +
+ sen(540° — 30, — 3B) = sen(3a) + sen(3p) +

+sen(30.+3p)=2 sen( 30(;3[3 )cos( 30(;3[3 ) +
L2 sen(ga ;— 3B )605(3()( 2+ 33) _
=2 sen( 3(a2+ B )(cos( S ; 3p ) +

+cos(30c + 38 D _, Sen[3{1800 _y) ] |
2 2

.2 cos"’)—occosg—B =4 sen(2700 - ﬂ)cosg—a .
2 2 2 2
. t:osg—[3 =—4 cosg—ycos‘:”—occosg—[3
2 2 2 2
00 < 3% 70
0° <o <180° 2

e|0° <p<180° = 0"<37B<270",

0° <y <180°
! 0° < 377 < 270°

sen(3a0) + sen(3B) + sen(3y) =0 <

= cos(:ﬁ) =0ou cos(ﬁ) =0ou cos(s—Y) =0
2 2 2
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o 3% _ g0 oug—B:QO" ou 3L —90° &

2 2 2
oo =60° ou B =60°ouy =60°.
Logo a equacdo é satisfeita se, e somente se,
pelo menos um dos angulos internos do triangulo
mede 60°.

Questao 28

Se A é uma matriz real, considere as defini-
coes:

I. Uma matriz quadrada A é ortogonal se e s6
se A for inversivel e A™! = AT

IT. Uma matriz quadrada A é diagonal se e s6
sea; =0, para todoi, j =1, ..., n,comi # j.
Determine as matrizes quadradas de ordem 3
que sdo, simultaneamente, diagonais e orto-
gonais.

Resposta
Sendo A uma matriz diagonal de ordem 3,
[a 0 0]
A=|0 b 0{,a b, ceRr.
0 0 c

Para que A seja ortogonal, det A # 0 <
sabcz0eAl=A" &

ES 0 01

a [a 0 O]
oo % 0 ={o b OJ@

0 0 ¢

0o 0 1

L c

1

1_,

? (@a=1ou a=-1)
= E=b4:> (b=1ou b =-1)

1 (c=1ouc=-1)

—=c

c

Logo as matrizes de ordem 3 que sdo, simulta-
neamente, diagonais e ortogonais sdo da forma
[a 0 0]

0 b Oltaisquea,b, ce{-1, 1}.
0 0 ¢

Questao 29

Sejam r e s duas retas que se interceptam se-
gundo um angulo de 60°. Seja C; uma circun-

feréncia de 3 cm de raio, cujo centro O se si-
tua em s, a 5 cm de r. Determine o raio da
menor circunferéncia tangente a C; e a reta
r, cujo centro também se situa na reta s.

Resposta

Sendo O’ o centro da circunferéncia procurada, T,
PereOT.Llr, entdo OT =R é o raio dessa cir-

cunferéncia. Sendo K < OP tal que O'K // r, entdo
OK =0P -PK =5 -R.

Sendo V o ponto de tangéncia das duas circunfe-
réncias, temosOO'=0V + OV =3 + R.

No AOOK, temos OK =

0o’
= sen 60°, pois o angulo agudo entrer e s 6 60°.
5-R_N3 _ ,_10-3V3 _

2+43

retdngulo em K,

Logo =
g3+R 2

=29 — 1643 cm.

Questao 30

Sejam os pontos A: (2, 0), B: (4, 0) e
P:(3,5+2v2).

a) Determine a equacdo da circunferéncia C,
cujo centro estd situado no primeiro quadran-
te, passa pelos pontos A e B e é tangente ao
eixo y.

b) Determine as equacgdes das retas tangen-
tes a circunferéncia C que passam pelo ponto

P.
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Resposta

a)

O centro da circunferéncia que passa por A, B e
tangencia o eixoy é Q=(3;b)e QA=3 &
oJ3-22+(-07 =3 oV1+b? =3 o

ob?=8ob=2J2
Logo uma equacdo da circunferéncia é
(x-37% +( -2J2)? =0

b)Sejay — (5 +242) =ax - 3) &
oax-y+5 +2J2 -3a=0a equacéo do fei-
Xxe de retas, ndo verticais, concorrentes em P, e a
o0 seu coeficiente angular. A reta vertical que con-
tém P corta a circunferéncia em 2 pontos.
As retas desse feixe que tangenciam a circunfe-
réncia distam 3 do centro Q = (3; 22 ), isto é:
|a-3—2\/5+5 +2f—3a|
=3 o
Ja? +1
5 4 4

& ——=3oa=—oua=-—

a +1 3 3

Entdo as equagbes das retas tangentes podem
ser dadas por:

y—(5+2x/§):§(x—3)e

y-06 +2\/5)=—§(x—3)



