Solucao Comentada de Matematica

VTB 2005 - 22 ETAPA

01. Osdoisitensaseguir sdo relativosareta L : 2x —3y +1=0 do plano cartesiano Xy .
a. Determine aequacdo dareta M que contém o ponto P(4,2) e que é perpendicular areta L .

Solucéo (Geometria Analitica)
A retaL pode ser redefinida pela equacéo
L:y= gx +% . Uma reta perpendicular a ela admite uma equacéo na forma y = —gx +Kk.

Como o ponto POM, subsituindo as coordenadas P na equagdo, encontramos
M:3x+2y-16=0.

b) Determine aequacdo dareta N que contém o ponto P (4,2) e que é paraelaareta L .

Solucdo (Geometria Analitica)
Umareta paralelaa L admite uma equagdo naforma N :2x -3y +p=0. Como o ponto P

pertence a reta N, substituindo as coordenadas de P na equacdo, encontramos
N:2x-3y—-2=0

02. Sgaafuncdo f :R - R, f(x) = ax® + bx* +cx onde a, b e ¢ S0 ndmeros reais. Determine f(-2)
sabendo que f (1) =0, f(-1) =2 eque f(2) =14.

Solucéo (Sistemas linear es)

Os valores dafungdo nos da o sistema linear

a+ b +c=0
-a+b-c=2.
8a+4b+2c=14

A soma da primeira com a segunda equacdo segue que b =1. Dividindo a Ultima equacdo 2 e
substituindo o valor de b obtido temos que

atc=-1

{4a+c:5'
Por subtracBo da 22 equacdo pela 1* chegamos ao valora=2. Logo, c¢c=-3 e
f(x) = 2x3 +x? - 3x . Finalizando, f(-2) =-16+4+6=-6.
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03. Determine os valores do angulo X, em radianos, 0< x < 27, taisque V3senx + cosx = -1.

Solucéo (Equactes trigonométricas)

Dividindo ambos os membros da equagéo por 2 concluimos as igua dades
1 3 1 T
-—= £Sen X +§cosx = CO{X _EJ

2 2
Sendo assim, valem as congruéncias modulo 21t
nn_2n nn_4n
-——=— ou -——=—
3 3 3 3

. : K Y/
No intervalo considerado temos as solucBes X =71 e X = ?

04. A seqiiéncia de nimeros inteiros positivos @, =1, a,, a, esta em progressdo aritmética com
razéo positiva. Calcule o menor valor de a, +a, +a, paraque a equagéo a, x* + a,Xx+a; =0
tenha duas raizes reais e distintas.

Solucéo (Seqliéncia aritmética)

Escrevamos a, =1+r e a; =1+2r, onde r=1 é a razdo da progressdo aritmética. Sendo

assim, a equacao é reescrita como x?+ (1+r)x +(1+2r) =0 e para que ela tenha duas raizes

reais e distintas é necessario e suficiente que o discriminante sgja positivo, ou sga,
A=1+r)?-4(1+2r)=r*> -6r—3>0.

Desgjamos minimizar a, +a, +a; =3+3r. Para isto, precisamos encontrar 0 menor inteiro

positivo r=1 tal que A>0. O primeiro inteiro para o qual a desigualdade ocorre é r=7.
Logo, a, + a,+a; =24.

05. Cdculeadreadaregifo R do plano cartesiano xy , onde R :{P(x,y); y=|x| e 1< x2 +y? 39}.

Solucéo (Relacdo binaria)

A regido descrita analiticamente € um quarto de um anel centrado na origem cujo raio menor tem
comprimento 1 e o raio maior comprimento 3. Logo, aarea p daregido &

y=Ix|




06. Calcule o comprimento do raio r > 0 da esfera inscrita num cone circular reto cujo raio da base
mede a =5 e ageratriz mede b = 7 (Utilize cm como unidade de comprimento).

Solucéo (Geometria Espacial)

O problema reduz-se a calcular o raio da circunferéncia inscrita num tridngulo isosceles com
base 2a>0 e lados congruentes de medida b. Por semelhanca de tridngulos obtemos a
igualdade

—1|><
1
o |oT
U
Vs Y
=
1
|o
Q/

O Teorema de Pitagoras nos da a relacdo b® = (x +r)? +a®. Substituindo o valor de X nesta
Ultima identidade chegamos a
2
b? =(Er + rj +a’.
a

Explicitando o valor de r temos que

2 _ .2
r=a b 2 =5 ﬁ:s@
(b+a)? 144 6

07. Determine todas as raizes reais do polindmio P(x) = (x® =1)(x? + 4)(x® + x? =12x) .

Solucéo (Polindmios)
A quest&o resume-se em encontrar as raizes reais de cada um dos trés fatores.
a) Primeiro fator:
(xX®-D)=(x*+)(x* -D=(x* +DY(x2 +D(x* =) = (x* +D(x* +D(x -D(x +1) =0
Como as solugdes das equagdes (x* +1) =0 e (x? +1) =0 n&o S0 reais, as raizes procuradas
ficamsendo x; =1, x, =-1.
b) O segundo fator ndo admite raizes reais.

¢) Terceiro fator:
(x% +x% =12x) = (x = 0)(x* +x —=12) = (x = 0)(x = 3)(x +4) =0.
Raizesreais: x; =0, x, =3 e X5 =—4.
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08. Sga z um numero complexo diferente de zero tal que z+—=-1. Determine o valor de
Z

2005 1

2005 *
Z

z

Solucéo (Formula de De Moivre)
A equacio dada é equivalente a equacdo z? +z+1=0. Portanto, as raizes s

le_—1+£i=COS 2n ]+Sen Z_T[) ,
2 3 3

2

e
z, :__]'—Ei = COS __ZT[ +sen __ZT[ i
2 2 3 3
Examinemos z, . Pelaformula de De Moivre seguem as igual dades

72%% =co 200527 | + sen( 20052™ i = cod 2T ] + sen[ 2T} =z,
3 3 3 3
(as fungdes seno e cosseno sdo periddicas com periodo 2n e 2005 = 668.3+1). Logo,

1 1
22% ¢

Da mesma forma, mostramos que z5°® =z,. Sendo assim,

1 1
229% ¢




