RESPOSTAS ESPERADAS — MATEMATICA

Questao 1

a)

Para produzir 7 kg de bolo do tipo A é preciso ter 7x0,4 = 2,8 kg de acucar e 7x0,2 = 1,4 kg de farinha. J4d os 18
kg de bolo do tipo B exigem 18x0,2 = 3,6 kg de aclcar e 18x0,3 = 5,4 kg de farinha. Assim, sdo consumidos 2,8
+ 3,6 = 6,4 kg de actcar e 1,4 + 5,4 = 6,8 kg de farinha. Como a confeitaria s6 dispde de 6 kg de farinha e
precisaria de 6,8 kg, ndo é possivel produzir a quantidade desejada dos bolos.

Resposta: A confeitaria nao é capaz de produzir 7 kg de bolo do tipo A e 18 kg de bolo do tipo B.

b)

Digamos que a variavel x represente a quantidade (em kg) produzida do bolo A e y represente a quantidade
(também em kg) produzida do bolo B. Supondo que a confeitaria gastara todo o agUcar e toda a farinha
disponiveis, o consumo de aglcar com a producao dos dois tipos de bolo é dado pela equacdo 0,4x + 0,2y = 10,
e o consumo de farinha é dado por 0,2x + 0,3y = 6.

Resolvendo o sistema linear formado por essas duas equacdes, obtemos x = 22,5 kg ey =5 kg.

Resposta: Devem ser produzidos 22,5 kg de bolo do tipo A e 5 kg de bolo do tipo B.

Questao 2

a)

O volume do anel é dado por V, =V, - 2V_ - V,, em que o volume da esfera é

V, = 4nR%/3, o volume do cilindro é V, = nr’(2R — 2h) e o volume da calota, V., € R/2

cal f

dado no enunciado da questao. r

al 7

Da figura ao lado, concluimos que r? =R%—(R/2)?2=3R?/4. Assim,

Vg =mn-(3R%/4)-(R-2R/2)=3rR>/4 . R/ -
2 3
Ja a calota tem volume V, = M(gR _BJ _ o1k _
3 2 24

4nR°  5nR° 37R’  2nR°  aR’
3 12 4 12 6

Resposta: O anel tem volume igual a nR*/6.

b)

A &rea da superficie do anel ¢ dada por A, = A_ - 2A_ + A, em que A_ = 4rR’, A, = 2nr(2R - 2h) e A_, é dada
no enunciado da questdo. Como r =Ry/3/2 e h = R/2, temos Ay = mR243 .

Além disso, A, = nR%. Logo, A, = 4nR? — 2nR? + tR?+/3 = (2 + v/3)nR2.

cilr

Resposta: A area da superficie do anel é igual a (2 + V3)nR2.
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Questao 3

a)

Suponhamos que o centro da base do retalho semicircular esteja sobre a origem dos eixos
coordenados, como mostra a figura ao lado. Nesse caso, o retalho contera a tira de couro
se as coordenadas do ponto extremo superior direito do retangulo satisfizerem a
desigualdade x* + y* < 6°.

Fazendo o centro da base do retangulo também coincidir com a origem, obtemos x = 10/2
=5ey=2,5 logo, x' +y* =25+ 6,25 = 31,25 < 36. Deste modo, a tira cabe no retalho.

Resposta: O retalho semicircular pode ser usado para a obtencao da tira.

a’)

Suponhamos que o centro da base do retalho semicircular esteja sobre a origem dos eixos
coordenados, como mostra a figura ao lado. Como a metade da base do retalho mede 5
cm, a altura maxima do retalho, que denominamos y, é dada pela equagdo 5° +y’ = 6°.

Assim, y =+4/36-25 = V11. Como V11> +4/9 =3 > 25, a tira cabe no retalho. 5

Resposta: O retalho semicircular pode ser usado para a obtencao da tira.

b)

Dada a simetria do triangulo isésceles e do retangulo, trabalharemos apenas com a 6-x
metade direita do retalho e da tira de couro, como mostra a figura ao lado. Vejamos,

entdo, qual é a altura do maior retangulo de base 10/2 = 5 que pode ser inscrito no X
triangulo retangulo de catetos 8 e 6. 5 3

Usando a regra de trés 6-

X :g, obtemos 5x = 3(6 — x), ou 8x = 18, ou ainda x =

18/8 = 2,25 cm. Como esse valor é menor que 2,5 cm, a tira de couro ndo cabe no retalho triangular.
Resposta: O retalho triangular ndo pode ser usado para a obtencao da tira.

b’)

Dada a simetria do triangulo isosceles e do retdngulo, trabalharemos apenas com a
metade direita do retalho e da tira de couro, como mostra a figura ao lado. Vejamos, 6
entdo, qual é a largura do maior retangulo de altura 2,5 que pode ser inscrito no triangulo
retangulo de catetos 8 e 6.

8-x

Usando a regra de trés g: 8215

, obtemos 6.8 — 6x = 2,5.8, ou 6x = 28, donde x =

28/6 = 14/3 cm. Como esse valor é menor que 5 cm, a tira de couro ndo cabe no retalho triangular.

Resposta: O retalho triangular ndo pode ser usado para a obtencao da tira.
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Questao 4

a)

Se cada pedalada desloca a bicicleta em 3,15 m, as 100 pedaladas fazem-na percorrer 315 m. Essa distancia
corresponde ao comprimento da hipotenusa do triangulo retangulo que representa a rampa. A altura h desse

triangulo é dada por 315sen(a). Como cos(a) = 4/0,99 e sen’(a)+cos?(a) =1, temos sen’(a)+0,99 =1, ou

sen(a) = 4/1-0,99 = /0,01 =0,1. Logo, h = 315x0,1 = 31,5 m.
Resposta: As 100 pedaladas farao Laura subir 31,5 m.

a’)
Se cada pedalada desloca a bicicleta em 3,15 m, as 100 pedaladas fazem-na percorrer 315 m. Essa distancia
corresponde ao comprimento da hipotenusa do triangulo retangulo que representa a rampa. A base desse

triangulo é dada por 315cos(a) =3154/099. Usando, entdo, o teorema de Pitdgoras, obtemos

(3154/0,99)% + h? = 3152 . Logo, h* = 315%(1 - 0,99) = 315’x0,01, de modo que h = 315x0,1 = 31,5 m.

Resposta: As 100 pedaladas farao Laura subir 31,5 m.

b)

A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. Assim, o terceiro angulo do tridngulo direito do quadro da
bicicleta mede 180 — 24 — 77 = 79°. Somando esse valor ao angulo de 26°, concluimos que o angulo superior do
triangulo esquerdo do quadro da bicicleta é igual a 180 — 26 — 79 = 75°. Assim, o outro angulo desse triangulo
mede 180 — 75 — 30 = 75°, de modo que o triangulo é isésceles. Nesse caso, o comprimento b é dado por
a/[2.sen(15°)].

Como sen(15°) = sen(45° — 30°) = sen(45°) cos(30°) — sen(30°) cos(45°) = 72 . ? - % . g = @ , temos

22 _ 4 )cm.

SR NRG1 7R N

Resposta: A barra que liga o eixo da roda ao eixo dos pedais mede 44/(\/3 - ﬁ)cm.

b’)

A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. Assim, o terceiro angulo do triangulo direito do quadro da
bicicleta mede 180 — 24 — 77 = 79°. Somando esse valor ao angulo de 26°, concluimos que o angulo superior do
triangulo esquerdo do quadro da bicicleta é igual a 180 — 26 — 79 = 75°. Assim, o outro angulo desse triangulo
mede 180 — 75 — 30 = 75°, de modo que o triangulo é isésceles. Aplicando a lei dos senos a esse triangulo,

obtemos sen(30%) = sen(b75 ) . Assim, o comprimento b é dado por a.sen(75°/sen(30°). Como
a
sen(75°) = sen(45° + 30°) = sen(45°) cos(30°) + sen(30°) cos(45°) = % . ? + % . % = @ chegamos a

b:M:H(@Jrﬁ)cm.

(1/2)
Resposta: A barra que liga o eixo da roda ao eixo dos pedais mede 11(\/5 + \/E)cm.
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b") A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. Assim, o terceiro angulo do triangulo direito do
quadro da bicicleta mede 180 — 24 — 77 = 79°. Somando esse valor ao angulo de 26°, concluimos que o angulo
superior do triangulo esquerdo do quadro da bicicleta é igual a 180 — 26 — 79 = 75°. Assim, o outro angulo
desse triangulo mede 180 — 75 — 30 = 75°, de modo que o triangulo é isésceles.

Usando a lei dos cossenos, escrevemos a’ =b? +b? —2bb.cos(30°) = 2b? —2b2\/§/2 =(2 —ﬁ)bz. Assim,

b:a/W=22/mcm.

Resposta: A barra que liga o eixo da roda ao eixo dos pedais mede 22/\/2 —J3 em.

Questao 5
a)
1 1
O valor presente da segunda parcela é dado por V, = 20(/{1 + 100} =200/1,01, que corresponde,

aproximadamente, a R$ 198,02. Somando esse valor a primeira parcela, obtemos 200,00 + 198,02 = R$398,02,
que é o valor presente da mercadoria.

Resposta: O valor presente da mercadoria é R$ 398,02.
b)

1
Se ndo ha entrada, o valor presente da primeira mercadoria é Vg = p/P +1C1)0} =p/101. Ja o valor presente

2
da segunda mercadoria é szzp/[wﬂlo} =p/101%. Somando esses dois termos, obtemos

V, =Vy +VZ =p/101+p/101* =(2,01/101*)p, que equivale a, aproximadamente, 1,97p. Considerando que

a mercadoria custa 2p, deve-se dar um desconto de, ao menos, (2 - 1,97)/2 = 0,015, ou 1,5%.

Resposta: O desconto nao deve ser inferior a 1,5%.
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Questao 6

a)

O nuUmero total de cupons é igual a 78000 + 70000 + 2x52000 + 3x36000 = 360000. Desses, 3x36000 =
108000 foram dados a proprietarios de aparelhos com preco maior que R$ 300,00. Logo, a probabilidade
pedida é igual a 3x36/360 = 0,3.

Resposta: Foram distribuidos 360000 cupons. A probabilidade de que o prémio seja entregue a uma
pessoa que comprou um aparelho com custo superior a R$ 300,00 é igual a 0.3, ou 30%.

b)

A receita bruta da empresa é dada por r(p) = p x n(p) = p(115 — 0,25p). Essa funcdo tem como raizesp=0ep =
115/0,25 = 460. Como o coeficiente que multiplica o termo quadratico de r(p) é negativo, essa funcdo assume
seu valor maximo em p = (0 + 460)/2 = 230.

Resposta: O valor de p que maximiza a receita bruta é R$ 230,00.
b’)
A receita bruta da empresa ¢ dada por r(p) = p x n(p) = 115p — 0,25p”. Como o coeficiente que multiplica o

termo quadratico dessa funcdo é negativo, o valor maximo ocorre em p = -b/2a = -115/[2 x (-0,25)] = 230.

Resposta: O valor de p que maximiza a receita bruta é R$ 230,00.
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Questao 7
|ogz(y)1k a)
s Aplicando o logaritmo na base 2 aos dois lados da equacdo y = f(x),
obtemos log,(y) = log,(8) — log,(4™), ou simplesmente log,(y) = 3 — 4x. O
= gréfico desejado é mostrado ao lado.
. Resposta: A curva desejada é representada no grafico ao lado.
b)
O sistema fornecido é equivalente a
2
{8/422 = 4
2y p2 _
1 - = - x’ 8/(474%) 1.
> Aplicando o logaritmo na base 2 aos dois lados das duas equacoes
acima, obtemos
=,
log, (8) —log, (4%%) = log,(4Y)
6 log, (8) —log, (4%Y) —log,(4%) = log,(1),
8 ou seja,
-10 3-4z = 2
3-4y-2z = 0.

Esse sistema equivale a

2y+4z = 3
4y +2z = 3,

cuja solugao é dada pory=1/2ez=1/2.

Resposta:y=1/2ez=1/2.
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Questao 8

a)
A area do quadrilatero é a soma das areas do triangulo equildtero BCD e do triangulo retangulo ABD. O

triangulo BCD tem base igual a 50 cm e altura h=+/50? —25% =253 cm, de modo que sua area ¢
Agcp =50x 254372 = 62543 cm’. J4 o triangulo ABD tem 50 cm de base e 25 cm de altura, de modo que sua
drea é Agp =50x25/2 =625cm’. L0go, A gcp = 62543 +625 = 625(1++/3) cm’.

Resposta: O quadrilatero de papel tem area igual a 625(1 + V3) em?

a’)
Opcionalmente, podemos definir hgcp =50c0s(30°) = 50-4/3/2=25/3cm, 0 que nos leva ao mesmo
resultado apresentado acima.

Resposta: O quadrilatero de papel tem area igual a 625(1+ +/3) cm’.

b) A
Como o arco de circunferéncia que define a vareta curva de bambu
tangencia as arestas AB e AD, o segmento OD que liga o centro da
circunferéncia ao ponto D faz um angulo de 90° com a aresta AD. Da
mesma forma, os segmentos OB e AB sao perpendiculares. Assim, como o

angulo DAB é reto, o arco corresponde a 1/4 da circunferéncia. D B
Uma vez que o segmento BD tem 50 c¢cm, o comprimento do raio da 30.cm
circunferéncia é r=+25% +252 =25J2cm. Assim, a vareta mede
2nr/ 4 = 25132 /2 cm,
0
Resposta: A vareta de bambu que liga os pontos B e D mede
25742 /2.cm.
b’)

Opcionalmente, podemos definir r=(50/2)/sen(45° = 25 /(2 /2) = 2542 cm, obtendo o mesmo resultado
apresentado acima.
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Questao 9

a)

O determinante de A é a,,3,,35; + 3,,835,3,; + 31,8,385, — 31385535 — 3;,35,35; — 3,335,8,,- COMO A tem apenas trés

elementos diferentes de zero, para que det(A) = 0, é preciso que um desses produtos seja ndo nulo. Temos,

portanto, 6 possibilidades de obter uma matriz como a desejada.

Por outro lado, o nimero total de matrizes com seis elementos nulos e trés diferentes de zero é dado por
9l 9.8.7

——— =84.Logo, a probabilidade de que det(A) = 0 é igual a 6/84 = 1/14.

°3 736 321

Resposta: A probabilidade de que o determinante nao seja nulo é igual a 1/14.

b)
100

Nesse caso, a matrizAé |2 1 0. Ainversa dessa matriz pode ser obtida aplicando-se operacdes elementares
3 2 1

sobre suas linhas, como se mostra abaixo.

100[100 0y=t,-20, 17001 00 100/ 1 0 0
2 1 0/0 1 0] —£=£3%5 101 0|-21 0] 552, 101 0/-2 1 0.
32 1/0 0 1 02 1/-30 1 00 1] 1 -2 1

1 00

Resposta: A'=-2 1 0].

1 -2 1
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Questao 10

a)
f(x) & . . .
O grafico ao lado mostra a funcdo no intervalo  [-
10, 10].
Como a funcdo tem periodo 10, temos f(99) = f(9).
A 5 A Além disso, como f(7,5) = -5 e f(10) = 0, e a funcéo
é linear no intervalo [7,5; 10], temos também
f(9)-1(7,5) _f(10)-1(7,5)
10 5 5 1 ; 9-75 10-75
Logo, f(9) = —5+m: S5+3=-2.
v v 2>
> . ~
Resposta: O grafico da funcdao é mostrado ao
lado. Além disso, f(99) = -2.

b)
Como f(2,5) = 5 e f(5) = 0, temos f(x) = 10 — 2x no intervalo [2,5; 5]. Assim, f(3) =4 e g(f(3)) = g(4) =4’ - 4.4 =
0.
Nesse mesmo intervalo, a composicao das funcdes fornece h(x) = (10 — 2x)* — 4(10 — 2x) = 4x’ — 32x + 60.

Resposta: Como f(3) = 4, temos h(3) = 0. De forma geral, h(x) = 4x* — 32x + 60 no intervalo [2,5; 5].

Questao 11

a)

Uma vez que as retas sao perpendiculares, o coeficiente angular da reta que passa por B e C é —1/a. Como essa
reta passa pelo ponto (2, 0), temos 0 = (-1/a).2 + b, de modo que b = 2/a, e areta é y = —x/a + 2/a. Logo, C =
(0, 2/a).

Resposta: O ponto C tem coordenadas (0, 2/a).

b)
Se a =3, oponto A é a intersecdo das retas y = 3x e y = —x/3 + 2/3. Logo, 3x = —x/3 + 2/3, ou seja, x = 1/5.
Assim, y = 3/5.

A circunferéncia de centro em A e tangente ao eixo x é dada por (x — 1/5)* + (y — 3/5)* = 9/25.

Resposta: O ponto A tem coordenadas (1/5, 3/5). Logo, a circunferéncia de centro em A e tangente ao
eixo x é dada por (x — 1/5)* + (y — 3/5)* = 9/25.
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Questao 12

a)

O nUmero de membros novos, a,, que o site A admitird na semana n é o n-ésimo termo de uma progressao
geomeétrica com razao r = 2 e primeiro termo a, = 100. Assim, a_, = 100.2""". Como n = 6, temos a, = 100.2° =
3200. J& o numero de membros que o site A terd em seis semanas é igual a soma do numero atual de

i i ‘< nrimei < _ 1—r"
associados com o somatério dos seis primeiros termos da progressao geométrica, S,. Como S, = a, -
-r

L)
temos Sg =100 11 22 =100x63 =6300 . Logo, o site tera T, = 6300 + 150 = 6450 membros.

Resposta: Daqui a seis semanas, o site A admitira 3200 novos membros, atingindo a marca de 6450
participantes.

b)
O numero de membros que serdo admitidos no site B daqui a n semanas é dado pela progressao aritmética com
termo geral a, = a, + (n —1).r, em que r = 100 e a, = 100. Logo, a, = 100n. O ndmero total de associados desse

site ap6s n semanas é dado por T, = 2200 + S, em que S, = %(a1 +a,) é a soma dos termos da progressao

aritmética. Assim, T, = 2200 + n(100 +100n)/2 = 2200 + 50n + 50n°. O site terd 10000 membros quando T, =

2200 + 50n + 50n° = 10000, ou 50n’ + 50n — 7800 = 0, ou ainda, N> + n — 156 = 0. Usando a férmula de
—1+4/1? . —1+4f 1+

Bhaskara, obtemos n = [ER ;4 156 _ 1_2 625 _ 1525 . Logo, n = 12 ou n = —13. Desprezando a

raiz negativa, concluimos que n = 12.

Resposta: O site B tera 10000 membros em 12 semanas.
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