Matematica

01 Um losango do plano cartesiaory tem vértices\(0,0),B(3,0),C(4,3) eD(1,3).

A) Determine a equacédo da reta que contém a diag@nal
B) Determine a equacéo da reta que contém a diaBbnal

C) Encontre as coordenadas do ponto de intersecatiatpsaisAC e BD.

Questéo 01
Topico: 3.3. Geometria analitica plana.
Solucado

F 3

Y

L
-~

A) (até trés pontos)
Utilizando o procedimento usual, temos que
y-0_3-0

x-0 4-0
Dai segue que a equacao pediddé-4y =0.

B) (até trés pontos)
— OIS
Da mesma forma;—— =—— implica que3x+2y =9.
x-3 1-3
C) (até quatro pontos)

3a - 4 = 0
3a- hE2ghea

. : £
A aplicacdo correta de qualquer método nos levaalosesa=2 e b=—.

As coordenadas do ponto de intersecBt{a,b), devem satisfazer as equacdes das
encontradas. Sendo assim, precisamos resolvetlemaisle equacdes lineares

retas

02. Considere as seguintes regides do plano cartesigin
A={P(x,y); X’ +y?—4x-4y+4<0} e B={P(xy); 0sysxs<4}.

A) ldentifigue e esboce graficamente a rediao
B) Identifique e esboce graficamente a redddo

C) Calcule a area da regidd( 1 B.
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Questéao 02

Tépico: lll. Geometria.

Solugéo

A) (até trés pontos)
Pelo método de completar quadrados, verificamos ajsentenca que define a regi@o é
equivalente a senten(;(a(—Z)2 +(y—2)2 <2?%, ou seja,A é um circulo de raid =2 e centrd
C(22).

A

v

B) (até trés pontos)
A regido B é a intersecao de trés semi-planos, quais sejam,

{Px.y); 0y} N{Py): y=xb N {P(x,y); x<4}.
PortantoB € a regido limitada pelo triangulo retangulo egloca seguir.

A y=X
. 7

C) (até quatro pontos)

Como o centro do circulo é o ponto médio da hipstardo triangulo retangul® e seu raio med
2, aregidoA() B é um semi-circulo de raio 2. Logo, a sua areaid @27 .

03. Considere o numero real/‘T'l.

A) Mostre queBJ‘T'l >9.

B) Mostre queBJ‘T'1 <10. Sugestéolog,, 3< 048 e /41 < 203.

Questao 03
Tépico: 2.2. Numeros reais; 4.3 Funcdes logaritmicas erexqriais.
Solucéo
A) (até trés pontos)
A funcdo exponencialf : R - (0,+0), f(x) =3", é crescente, pois a base é maior fulela
definicdo de funcéo crescente, vale a implicacéegaiir:

2<\a1 = 9=1(2)<f(/a1)=3" = 0< 3/%
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B) (até sete pontos)
Observe a desigualdade

log,,3/** =/41l0g,,3< 048[R03=09744<1 = log,, 3'** < 1 = log,, 10.

Como a funcéo logaritmicg( x) =log,, xé crescente";’ﬂ“i‘l <10.

04. Os numeros complexos distintase wséo taisque+w=1ez[W=1.
A) Calcule|Z.

B) Calcule o valoz’ +w* sabendo-se queesta no primeiro quadrante do plano complexo.

Questéo 04

Topico: 2.3. Numeros complexos.
Solucado
A) (até quatro pontos)

. . ] . 1 o

A segunda identidade garante que0, informacado que nos permite escrever —. Substituindg
Z

esse valor na primeira identidade, ap6s manipuaafigbricas simples, obtema$ —z+1=0.

Os dois valores possiveis pazasao z:%+£i ou z:%—gi . Independentemente de qual

seja o valor, o seu madulalé pois

=202 = @{% 2y

B) (até seis pontos)

. 7l 1 . .
Nesse caso, temas= cos§+|sen§ e, pelo fato de o médulo d& ser-1, a segunda identidade

B , ., 4, o - . ~
garante quen € o conjugado de , isto é,w= cosg = |sen§ = Z. Verifiguemos essa afirmacaq:

w=wll=wlz[z=1[z=2Z.
Pela férmula de De Moivre e pelas propriedadesodgugacao, valem as igualdades a seguir:

4 A 4 —a 4n . 4n 4n . 4n 4n
Z’+wW =2"+7Z :cos?+|sen?+cos?—|sen—:Zcos—:—l.
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05. Considere as funcded :R -~ R e g:R - R definidas, respectivamente, pdr(x)=x*+1 e
g(x)=cos(x)-sen(x).

A) Explicite a fungdo composta(x) = f (g(X)).

B) Determine o valor maximo da fungdo compds{a) = f (g(x)).

Questéao 05
Topico: IV. Andlise de funcdes.
Solucéo
A) (até trés pontos)
Aplicando a definicdo de funcdo composta, temos que

h(x) = (cosk) —sen(x))* +1=cos (x) +serf (x) - 2cos(x)sen(x) + 1= 2—-sen(2x) .

B) (até sete pontos)

Recordando que-1< sen(2x)s1, temos que o maior valor da fundd@) = 2 —sen(2x) € 3, que é obtido quan
sen(2x) = — 1.

06. A progressdo geométrica |nf|n|(a1,a2,...,an,...) tem razéoq =§ e &, =1. Determine o menor inteiro

positivo n tal que S, a soma dosn primeiros termos da progressdo, satisfaz a dddaea
S 8191

" 409¢°

Questéo 06

Toépico: 4.1. Sequéncias numéricas.
Solucao

(até dez pontos)

Observamos que a fatoracdo por primos do denomindaofracio dada €096=2' e que g
numerador esté relacionado com o denominador getddade

8191=22? -1=21% -1,

Por outro lado, a soma dos primeiros termos da progressao vale
1
n =5t n
_ 4 A ———_ia—dind
n -~ X = Rl
1-q oy 2
2

Esses comentérios reduzem a solucao ao estudsidaaldade

2"-1_2Y%-1
EPTEREa TRl ER
2 2
ou seja, devemos examinar quando a desigual8adeS ; > ocolde pela primeira vez. Obviamerte,

a diferenca é positiva se, e somentersel3, pois S, =S, +a, e a, >0. Entdo, o menor naturgl
gue satisfaz a condicao pedidaé .14

n
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07. SejaC um cubo com medida de aresta igudl0® (uc).
A) Calcule o volume da esfefa inscrita no cubdC .

B) Secciona-s€C em mil cubos congruente€;, C,, ..., C,y,,, € inscreve-se uma esfefa em cada
cuboC,, k=1, ..., 1000. Calcule a soma dos volumes d&sass$, , k=1, ..., 1000.
Questéo 07

Topico: 3.2. Geometria euclidiana espacial.
Solucao
A) (até trés pontos)

Como S esta inscrita no cubo, o raio mede a metade dstaarSendo assim, o volume

vol (S) =gn503.

D

B) (até sete pontos)

Como os cubos menores sdo congruentes, suas a&stasngruentes e, portanto, os volumes sao
iguais. Mais ainda, eles foram obtidos ao seccmoalC ; logo, a soma de todos os volumes [dos
cubos menores é igual ao volume do cbo

vol(C) = 1k°z_°1°vo|(ck )=1000vol(C, ).

Se a ¢ a medida das arestas do cjo a expressao acima nos da a iguald@fe= 1000 a°, de
onde segue o vala =10.

. . A . a .
As esferas inscritas nos cubos menores tém rlaFesé =5. Por isso, os volumes de todag as

esferas inscritas nos pequenos cubos séo iguadgsil€aos a soma desses volumes:

1:2_010vol(5k )=1000vol(S, ) :1ooogn 52 =gn 50°,

08 Uma comissdo de 5 membros sera formada escolseng@rlamentares de um conjunto com 5
senadores e 3 deputados. Determine o numero dessfesi distintas que podem ser formadas
obedecendo a regra: a presidéncia da comissacsdeweEupada por um senador, e a vice-presidéncia,
por um deputado (duas comissOes com as mesmasipesEs que a presidéncia ou a vice-presidéncia
sejam ocupadas por pessoas diferentes, sdo ca@uadatistintas).

Questéao 08

Topico: 2.6. Analise combinatdria.
Solucao

(até dez pontos)

Escolha da presidéncia: 1 escolh® @wssiveis.
Escolha da vice-presidéncia: 1 esceln 3 possiveis.
Escolha dos outros membros: 3 ess@hab possiveis.

Aplicando o Principio Fundamental da Contagem,memd de comissdes distintas € igual a
ClIC! (T2 =503 ;5; = 300.
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