Matematica

01. Considere a expressdo x* — x> — 5x* — x — 6. Pede-se:

A) encontrar o valor numérico da expressdo para x = — 2.

B) obter todas as raizes complexas do polindmio p(x) = x* — x> — 5x* — x — 6.

Questdo 01
Comentarios: A questdo explora conhecimentos sobre aritmética, algebra elementar, nimeros
complexos e polindmios.

A) A substituicdo direta fornece

(-2)' ~(=2)’~5(2)° ~(-2) =6 =16 - (-8) ~5(4 + 2 -6
=16+8-20+2-6=0.

B) Pelo item A), uma das raizes de p(x) é — 2. Portanto p(x) é divisivel por x — (-2) = x + 2, e,

efetuando tal divisdo, obtemos
p(x)=(x +2)(x* = 3x* + x - 3).

A partir disso, ha duas abordagens possiveis.

i. Observando que
¥ =3 +x—3=(+x)— (3% + 3)
=x(x*+1)-3(x*+1)
= (¢ + D(x-3),

concluimos que as demais raizes de p(x) sdo as raizes complexas dos polindmios x> + 1 ou x — 3, isto é,

sdo* ie 3.

ii. Aplicando o critério de pesquisa de raizes racionais ao polinomio g(x) = x> — 3x* + x — 3, concluimos
P , : . a . . . e

que suas possiveis raizes racionais sdo da forma b’ em que a e b sdo inteiros tais que a é divisor de 3

e b é divisor de 1. Portanto, as possiveis raizes racionais de g(x) sao —3, —1, 1 ou 3. Testando tais
possibilidades, concluimos que 3 é raiz de g e entdo obtemos

q(x) = (¢ + 1)(x - 3).

O resto se da como em (i).

Pontuacado: Q item A vale até dois pontos; o item B vale até oito pontos.

aseny +bcosy

02. Os numeros reais a, b e y sio taisque a # 0 e @ cosy Zbseny Se tg x = — ,
a cosy —bseny

calcule o valor de tg(x — y) em funcao de a e b somente.

Questao 02
Comentarios: A questdo explora conhecimentos sobre trigonometria.
Solucdo 1. Note inicialmente que

seny +b cos en
tgxtgy=—1 = Y y Heny —1
HI cosy —bseny Eﬂ,"osy
<= (aseny-+bcosy)seny=—(acosy —bseny)cosy

:»asen2y=—acos2y —a =0,
tgx—tgy

N . . s ta(x —y ) =
0 que ndo ocorre. Portanto, podemos aplicar a féormula de adi¢do tg( y) l+igx.tgy "

Substituindo a expressdo para tg x na mesma férmula, obtemos sucessivamente
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aseny +bcosy

—
tgx—tgy __ acosy-—bseny gy

1+tgx.tgy 1+;j‘15eny+bcosy
cosy—bseny

tg(x—y)=

(aseny—l—bcosy)cosy —(acosy—bseny)seny _bcos2 y +bsen

(a cos y —bsen y) cosy +(a seny +b cos y) seny  agcos? y “+a sen

Solucdo 2. Denote ¢ = /42 4,2 e seja O 0,27D o arco trigonométrico tal que cos =2 e
’ c

b
sen ©=— _Entdo, a =t cos B¢ b = sen &, donde segue que
c

_ccosBseny+csenOcosy __sen(O—+y)
ccosBOcosy —csenOseny cos(O+y)

tg x =tg(O+y),

Logo, existe um inteiro k tal que X —(©+y ) =KTt, ou ainda x —y =O+KTT, e segue dai que

tg(x—y) = tg (6+k1) =tg B=b/
a

Pontuacdo: Até dez pontos.

03. Calcule o menor valor inteiro de n tal que 2" > 5%, sabendo que 0,3 < log;,2 < 0,302.

Questao 03
Comentarios: A questdo aborda conhecimentos sobre logaritmos.

Tomando logaritmos decimais em ambos os membros da desigualdade desejada, obtemos

2 520 = 10g102n > 10g10520 = n[long > ZOEﬂOgloS
< nl]long > 20(1 4t 10g102)

1
= n>20 =1
0gig 2

Utilizando as estimativas do enunciado, obtemos

20 ! —1%20&—1&20 0—1B=@<47
O OF 3

0g10 2 0,3 03

20 L —1% 2051— —1§= ZOBOOO —1§= o > 46.

0910 2 0,302 1302 151

Portanto, o menor valor possivel de n é 47.
Pontuacdo: Até dez pontos.
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04. Poupéncio investiu R$ 1000,00 numa aplicacdo bancéria que rendeu juros compostos de 1% ao més, por
cem meses seguidos. Decorrido esse prazo, ele resgatou integralmente a aplicacdo. O montante resgatado
é suficiente para que Poupéncio compre um computador de R$ 2490,00 a vista? Explique sua resposta.

Questao 04
Comentarios: A questdo aborda conhecimentos sobre matematica financeira, sequéncias e bindmio de

Newton.
Para ver por que o dinheiro de que Poupéncio dispunha apés os cem meses foi suficiente para a
compra, observe-se que, se 0 montante investido em um certo més fosse x reais, no més seguinte

1
Poupéncio teria x + (1%)x = E_FEE reais. Portanto, a sequéncia que define a evolucdo do
, ~ Y - 1 . .
montante aplicado é uma progressao geométrica de razdo 1 +—100 e termo inicial 1000, de maneira

que Poupéncio resgatou, apds cem meses, um total de IOOOB +Eé reais. Esse total é certamente
O

maior que 2490 reais, pois a férmula do binémio de Newton nos da

10005 +—§ 005100 % Eﬁ
>1°°°% 5 bttt *H2 o
LTE)

9—H= 2495.
200 7

Pontuacao: Até dez pontos.

05. Em um sistema Cartesiano de origem O, seja P o ponto de coordenadas (1, 2) e r uma reta que passa por
P e intersecta os semieixos positivos das-abscissas e ordenadas, respectivamente, nos pontos A e B.
Calcule o menor valor possivel para a area do triangulo AOB.

Questao 05
Comentarios: A questdo aborda conhecimentos sobre geometria analitica, fun¢des de segundo grau e

algebra elementar.

b
Se A(a, 0), B(0, b) e S denota a area de AOB, entdao a, b > 0 e S :a?. Por outro lado, a

~ . . S X
equacdo da reta r no sistema Cartesiano em questao é — +% =1, e, como P/[J/r, devemos ter
a

1 2
—+ 5 =1. A partir disso, ha duas possiveis abordagens.

a

. A 1 .
i. S sera minima se e somente se _S for maxima. Como

L:%B‘E :B—z% :(1—2U)U:—2u2+u,

2S b O b

| . ~ . o
em que u =— , é suficiente maximizarmos, para u > 0, a fungdo f (u) = — 2u® + u. A teoria de maximos
. ~ . N ¢ L
e minimos de funcdes de segundo grau garante que o valor maximo de tal fungdo é 8" valor atingido

1 , . 1 .1 , .. .
quando u = a1 Portanto, o valor maximo para 55 é 8" e dai obtemos que o valor minimo para S é

4.
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ii. Isolando a em funcéo de b, obtemos a = b ; como a > 0, temos b—2 >0, e dai

—2

2
b :b+2+i

2S=ab =

= b—2+—4 +4
b-2

>2|(b-2)3-2_ +4=8,

em que utilizamos a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para dois ntimeros reais

positivos na dltima passagem acima. Portanto, S= 4, sendo o valor 4 atingido quando b — 2 = P

isto é, quando b = 4.
Pontuacdo: Até dez pontos.

06. Temos, em um mesmo plano, uma reta r e um triangulo ABC, de lados AB = 3 cm, AC=4 cm e BC =5 cm,
situado de tal forma que o lado AC é paralelo a reta r, distando 3 cm dela. Calcule, em cm?, os possiveis
valores para o volume V do sélido de revolucdo obtido pela rotacao do tridangulo ABC em torno da reta r.

Questdo 06

Comentarios: A questdo explora conhecimentos sobre geometria espacial e geometria plana.
Inicialmente, como 3° + 4% = 5%, a reciproca do teorema de Pitagoras garante que ABC é retangulo em
A. Portanto, o ponto D, de intersecdo da reta r com a reta suporte do lado AB, coincide com o pé da
perpendicular baixada de B (ou de A) ar. Seja E o pé da perpendicular baixada de C a r. Ha dois casos
a considerar:

a) B e D coincidem: neste caso, temos V = V; — V,, em que V; é o volume do cilindro circular reto de
geratriz AC e raio da base CE e V,0 volume do cone circular reto de altura DE e raio da base CE. Em

cm?, Vi = 1132.4 =36T1e V> =%TI:32.4 =12TT; logo, V=36Tt—12TT=24TT

b) A é o ponto médio do segmento BD: sendo F a intersecao de r com a reta suporte do lado BC, temos
V =V;— (Vi + V), em que V5 é o volume do cone circular reto de altura DF e raio da base BD e V;
o volume do cone circular reto de altura EF e raio da base CE. Agora, a semelhanca dos tridangulos

1
CEF e BDF garante que EF = 4 cm, dai DF = 8 cm. Portanto, em cm? temos Vs = E T162.8 =96T1

e Vy=V, =121, de maneira que V=967 — (36 7T + 12 70) = 4817 .

Pontuacdo: Até dez pontos.
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07. Os inteiros ndo todos nulos m, n, p, q sdo tais que 45™.60".75P.909 =1 .
Pede-se:

A) dar exemplo de um tal quaterno (m, n, p, q).

B) encontrar todos os quaternos (m, n, p, qg) como acima, taisquem+n+p+q=38.

Questao 07

Comentarios: A questdo explora conhecimentos sobre aritmética e sistemas lineares.
Escrevendo 45 = 3°[5, 60 = 2°[B[b, 75 = 3[5* e 90 = 2[B*[5, obtemos

1 — (32I:B)m(22|:BD5)n(3|$2)p(2EBZ|:5)q — 22n+q32m+n+p+2q5m+n+2p+q,

e, a partir dai, o sistema linear homogéneo de equacdes
12nt q=0
H2m+ nt pt2g=0
Hm+ nt2ptq:0.

A primeira equacgao do sistema nos da q = —2n. Substituindo essa relacdo nas duas outras equagoes e
escrevendo-as como um sistema linear em m e p, obtemos

12mt p=3n
ﬂ
mt2psn.

. 5n
Resolvendo o sistema para/m e p, obtemos m = Y e p=-—

w3

a) Fazendo n = 3, obtemos a possibilidade m=5,n=3,p=-1, g=-6.

5n n n n ;
b) Comom+n+p+q:? +n———2n=§,devemoster — =8,edain=24,m-=40,

3
p=-8,q=-48.

Pontuacado: O item A vale até seis pontos; o item B vale até quatro pontos.

08. ABC é um triangulo retangulo em A, com catetos AB e AC de medidas respectivamente iguais a 3 cm e 4 cm.
Com centros em B e em C, tracamos dois circulos 8 ey , de raios respectivamente 3 cm e 4 cm, e, em

seguida, uma reta r que passa por A e intersecta § ey respectivamente nos pontos P e Q, com P, Q #
A. Calcule o maior valor possivel do produto dos comprimentos dos segmentos PA e QA.

Questao 08
Comentarios: A questdo aborda conhecimentos sobre geometria plana e func¢des trigonométricas.

Se OO PAB = & entdao [0 QAC =90° —& Como os tridngulos PAB e QAC sao isoésceles de

bases PA e QA, respectivamente, a trigonometria de tridngulos retangulos nos dd PA = 6 cos
Ge QA =8 cos (900 —9) = 8 sen 6. Logo,

PALQA = 48 cos B sen B = 24 sen(2 6),

de maneira que o maior valor possivel para PALQA é 24 cm?, obtido quando 8 =45°.
Pontuacao: Até dez pontos.
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